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418 Hs dicho [1 311] que cantidad variable'es aquella quepnede 
tener todos los valores que se quiera; toda cantidad d expresior cn 

valor depende del de una variable, se llama funcion de la misma varia 
ble; de donde resalta que toda funcion de tna variable es tambien uN 
cantidad variable. Los primeros analistas que usaron de la voz funcion 
solo fué para denotar las diferentes potencias de una variable; peroen 
la actualidad se ha extendido su significado 4 toda “expresión que se 
conipone de constantes y de variables. Como es esencial-que si varía la 
variable, varíe tambien la funcion, y hay expresiones analíticas com- 
puestas de constantes y de variables, cuyo valor es constante, á estas 
se les da el nombre de funciones aparentes para distinguirlas de las 

E E 


otras 4 que seda el nombre de reales, Las cantidades : 
ax—x2; axeby a2— a?, son funciones reales de la variable x5 


a+42x; 
di da dedo, debia rd 0 32 4 $11 LES att. Po Esad 
A ió Duda E 0 A 
las cantidades d expresiones 219, 1%, ———» === —, o. 
b=x  log.x—log.a 
son funciones aparentes de w, d en realidad no son funciones suyas; : 
porque variando x no varía la expresion; así, 10,1% siempre son iguales 
x 
log.— 


ESE 
á la unidad ,— ” haciendo la division resulta bi Y ——— 
| D—x | log.x—log.a 
siempre es igual con la unidad; porque siendo el logaritmo de un que- 
brado igual al del numerador menos el del denominador, el dividendo 
es igual con el divisor. po 

419 Las funciones se distinguen principalmente por el modo ton que 
está enlazada la variable con las constantes; y así se dividen en alge- 
bráicas y trascendentes; algebráicas son aquellas en que las variables 
estan combinadas con las constantes solo por las simples operaciones del 
Algebra, como son adicion, sustraccion, multiplicacion, division, eleva- 
cion á potencias y extraccion de raices. Las trascendentes son aquellas 
en que hay cantidades trascendentes, como són logaritmos , exponen= 
Ciales, trigonométricas, y otras innumerables que suministra el cálculo 
que daremos ú conocer con el nombre de ¿nfinitesimal. A aquellas can- 
tidades $ expresiones en que las variables tienen exponentes irracionales, 
las llamaron aleunos funciones interscendentes. 

420 Las funciones algebráicas se dividen en racionales € ¿rraciona- 
les; raciomules son aquellas que no envuelven ningun radical, € irra- 
Tom. 1. Panzer li. 


2 DE LAS FUNCIONES. 

cionales aquellas en que la variable se-halla debaxo de algun radical. 
Las funciones irracionales se dividen en explícitas é- implícitas, 6 en 
expresas y ocultas; explícitas ó expresas son 2quellas en que la variable 


está afecta de radicales como YW/x, a+ Wb2—x2, Gc.; implícitas ú 
oenltas aquellas en que soio se manifiestan los radicales despues de la 
resolucion de la equacion; así, en la equacion 27=axz2—bx5, 
z es una funcion irracional implícita de x ; porque el valor que expresa £ 
no se puede manifestar á causa de que el Algewra no ha llegado á este 
grado de pe:feccion. pá ' 
421 Las funciones racionales se dividen por último en enteras y que- 
bradas; son enteras quando la variable ¡uo tiene exponente negativo, 
ni se halla en el denominador; de donde se deduce que funciones que= 


bradas son aquellas en que la variable se halla en el denominador, 6 em 


el numerador con exponente negativo; la fórmula general de las fun- 
ciones enteras de x es a+bx+ex2+dx3+ex4+4c. 

Y no se puede discurrir ninguna funcion entera de x que no esté con- 
tenida en esta expresion; pues no debiendo tener exponentes negati- 
vos ni fraccionarios, solo podrá haber, despues de hechas las reducciones, 
convenientes , un término en que no se halle x, otro en que se halle 
elevada ála primera potencia, otro en que se halle á la segunda, «c. 

La de las funciones quebradas, 4 causa de que la combinacion de: 
muchas fracciones se puede reducir 3 una sola fraccion, tendrá esta forma 

a+rbxrcx?24dx3+ex4+ «tc. 
abro? d 34 e x4+Óc. 
donde se debe advertir que a,b,c,d,e,8c. a*,b*,c”,d*,8tc. expresan canti- 
dades constantes, positivas Ú negativas, enteras ó quebradas, racionales: 
ú irracionales, y aunque sean trascendentes, no mudan la naturaleza de 
la funcion. as 

Quando el mayor exponente de la variable en el numerador es menor 
que el mayor en el denominador, la funcion quebrada se llama genuina ; 
y quando no se verifica esta circunstancia se llama expuría. 

422 Una de las principales divisiones que se hace de las funciones es 
en uniformes y multiformes ; aquellas son las que, para cada valor de- 
terminado de la variable, no tienen mas de un valor; y las multiformes 
son las que, dando á la variable un valor qualquiera, resultan para la 
funcion muchos valores determinados; se llama b¿forme quando 4 cada 


valor de la: variable corresponden dos en la funcion, como en Y4/ax-ex?5 
$ en general siempre que siendo 2 y Q funciones de x, la funcion X 
de x se determine por esta equacion 1L—PX4Q=a; 

es triforme quando á cada valor de la variable corresponden tres en la 
funcion; quadriforme quando quatro; y en general multiforme quando 
muchos; así, la expresion 1M—P X%14-QX0—2—RXn—34-8 X1—4—é 


e 


DE-LAS FUNCIONES.: , 
siendo P/Q,R,Gc. funciones dea, es la fórmula general de las funciones 


multiformes. Las funciones trascendentes tambien son uniformes y mul- 
tiformes y y tambien Jas hay ¿njinitiformes y $ que pueden tener para 
cada valor de la variable todos los valores que se quiera , como es el arco 
de círculo cuyo seno es 3 pues hay innumerables arcos circulares [1 5] 
que tienen el mismo seno. 

423 Si z-es una funcion qualquiera dex, tambien será x funcion 
dez; pues.siendo x funcion de x, habrá una equacion en que se deter- 
mine z en valores de w y de constantes ; de donde se podrá.deducir el 
valor de  en.valores de 4 yde constantes, y siendo z variable [418 ] 
será w funcion de %. 

424 Si u y z'fuesen funciones de x será tambien u funcion de z, y £ 
Funcion. de u ;-pues siendo 4 y % funciones de x., será tambien x funcion 
de u y de 2 [423 ]; por lo que una funcion de u será igual á una fun- 
cion dez, de cuya equacion se podrá deducir u en valores de %, y 4 en 
valores de w3 por lo que u es funcion de z y 3 lo es de u. E 


425 Una funcion multiforme de x es par, quando para qualquier 
valor de x tiene.muchos valores determinados, que son los mismos ya 
se ponga en vez de x la cantidad +-k 6—k; por lo que es indispensable 
que el número de dimensiones de:w en todos los términos sea par; de 
donde se infiere que las funciones pares se pueden definir diciendo que 
son funciones de x2 6 del quadrado de una variable. 

És impar una funcion quando substituyendo en vez de la variable, 
la variable con el signo negativo, resulta negativa la funcion; como 

m 
9,03,05,8c. TL ATÍ, y asin ym fuesen números ímpares. 

426 Si una funcion par de x se multiplica por qualquier funcion im- 
par de x, el producto será:una funcion impar de x. 

Porque si suponemos que P sea una funcion par de x, tendremos 
que no se alterará si en vez de x se substituye —x3 y si suponemos que 
O sea una funcion fmpar de x, tendremos que si en vez de x se substi- 
tuye —x, Q se convertirá en —Q; luego el producto PQ se transformará 
en —PQ, y será por lo mismo PQ una funcion ímpar de x. Lo mismo 
resulta sí una funcion par se divide por una impar 6 al contrario. 

427 Si una funcion impar se multiplica Ú parte por otra impar, el 
resultado será una funcion par. 


Sean Q y S funciones ímpares de x, de modo que si en vez de x se 
pone —x, se conviertan en —Q y —S3 en cuyo caso el producto QS ó el 


quociente 5 permanece el mismo ya se substituya —x en vez de x, por- 


que el 1.9 se convierte en —Qx—S=0Q8 , y el 2. en — = E 


S 
De donde se infiere que toda potencia par de una funcion qualquiera 


Á e LAS FUNCIONES. 


es par; y que toda potencia impar de una funcion es par queria la Jun 


cion lo es, y es impar quando lo sea la funcion. 


428 Si Z es funcion de z, y X de x, y X se determina: por la varia=" 
ble x y constantes del-mismo modo que Z se determina por la variable 2 


y constantes, entonces estas funciones se llaman funciones de lados 
de x y de z. 

Por exemplo : si fuese Z=a=+bx+0cx*, y X=a+bx+0x2, 
serán Z y X funciones semejantes de z y de x; y del mismo modo en 
las funciones multiformes como-Z3=ax2Z+b y Xan X4b, 
Z y Xson funciones semejantes de-2 y 3 de aqui se sigue que si X y Z 
fuesen funciones semejantes, entonces si en vez dez se escribe x, la: 
funcion Z se convertirá en la funcion X.. 


429 Tambien hay funciones de dos y de mas variables. , SEGUN: sean, 


dos ó: tres las variables que juntas con las constantes entren enla: expre- 
sion; y las fanciones de muchas variables se dividen del mismo modo: 
que las de: una sola; pero en estas deben llamar nuestra: atención las 
que se: llaman homogéneas y heterogéneas; es homogénca una funcion 
quando en todos sus términos hay un mismo número de dimensiones. 
variables; y es heterogénea quando concurren diverso número de di- 
mersiones variables. Las funciones homogéneas se subdividen cómoda- 
mente segun el número de dimensiones que hay en sus términos. Asís, 
az=+bx será la fórmula general de las funciones enteras homogéneas de 
una dimension: entre dos variables; la expresion “axe bza--ca2 será la 
fórmula: general delas funciones. de dos dimensiones ; la. de tres disnen= 
siones es ax34-bx2x+cza2+dx3; 

la de quatro, az 4hdaoata te danStexd, y.así en adelante; oy por ana- 
logía la cantidad: sola: a: será la formade la funcion: de ninguna dimen-. 
sion. Paraque una funcion quebrada sea homogénea, es necesario que 
su numerador y denominador sean funciones homogéneas. 


ax2phz2 


¿HAS s la fraccion será una funcion homogénos de: y. de.xiy 


el número de RA se obtiene réstando, el número de uaneios 
nes del denominador. del número de dimensiones del numerador, por: 
x54-25 


LR 
es una función de: tres dimensiónes: Quando en el numésador y en el 
Di hay el mismo número de dimensiones, entonces la fun- 
x34-23 z .az2. bx2, 


as — _— ok, 
2 % % 
x2z am ¿aa za 


Y ndo el número de dimensiones del denominador es mayor que el 


lo que la funcion de arriba es de una dimension. La fraccion 


ciom; es de ninguna dimensi Sr como: la 


del: numerador, el número de dimensiones dela funcion es negativo; así,, 


DE LAS FUNCIONES: 3 
x+EZ : 


g | | tas e 1 
—es funcion de —1 dimension, de —3,———— de —5- 
«2 REA xS4-ax3z2 
Muchas funciones homogéneas del mismo número de dimensiones, Su= 
madas ó restadas , deben dar tambien una funcion homogénea de un mis- 
. : » . + hx2  ex4—dz4 
mo número de dimensiones; así, esta expresion ax+ — + 
he es x ZAR 
y O BBucr. DA , bx  cz2  x2+x22 
será una funcion de una sola dimension ; y esta d+ — + — + —— 
DATA AZ A 


es una funcion de ninguna dimension. ii, 
430 La naturaleza de las funciones homogéneas también se extiende 

á las expresiones irracionales ; pues si P fuese: una funcion qualquiera 
homogénea de 7 dimensiones, por exemplo, entonces 4/P seria funcion 
> Tea : dois 


ea 


a 
de hn dimensiones ; WP de in dimensiones ; y en general P Y será 


: P : , e Es 
una funcion de —xn dimensiones. Así, x2+-22 es funcion. de: una 


9 


dimension ; y x9 + z9 de tres ; o será de 3x2 dimensiones ó de 
! [ 2272 / . . . . 
— será funcion de ninguna dimension. 
Y x44-24 
431 Las funciones heterogéneas se pueden subdividir por la multi- 
plicidad de las: dimensiones que ocurren en ellas. Así, funcion bifida es: 
la que se compone del agregado de dos funciones homogéneas y cuyo nú- 
mero de dimensiones no es el mismo:; así aS+2103324x24:2 
será funcion bifida, porque parte contiene cinco dimensiones, y parte 
dos, Funcion trifida es aquella en que hay tres diversos números de di- 
mensiones, ó que se puede dividir entres funciones homogéneas , como 
9,3 A 
432 Quando 4 una expresion algebráica se le-da una nueva forma, se 
dice que se ha executado: una transformacion. De donde se deduce que: 
quando á una: funcion se le da: una nueva forma, se dice igualmente: 
que se ha executado una transformacion. ' 
Las transformaciones que se pueden dará las funciones son de dos mo»: 
dos: 6 introduciendo una nueva variable.ó conservando la misma. Así» 
SI Cn vez de 234422 se pone (1—a)(2—x), ó (a+x)3 en vez de 


' 


3 dimensiones 3 y 


: 2a2 
Hp en vez de 
AX. A+X e 


tenemos transformadas las funciones en otras en que se conserva la misma 
variable, pero baxo otra, forma, Muchas son las transformaciones de 
esta especie que se pueden dará una funcion; pero siempre hay una que: 


a34-30%x+3a4x +3, Ó ) 


6 DE LAS FUNCIONES. 
es mas á propósito para una investigacion particular; per cuyo motivo 
conviene elegir la forma: mas cómoda, q. ón 

433 El otro modo de transformacion por el qual en vez de la canti- 
dad variable x se introduce Otra cantidad variable z, que tenga á la 
verdad con .x cierta relacion, se dice que se hace por substitución , en 
cuyo caso conviene proceder de manera que la funcion propuesta, se ex- 
prese mas sucintamente ; como si se propusiese esta funcion de x, 

a4— 4034 60?2x2—£0x3+x4, 

si en vez de a—ax se pone z, resultará esta funcion z4 mucho mas' sen- 


cilla; y si se tiene esta funcion irracional y “a2%+x2 de x, resultará que 


, al —z2 
suponiendo x= » 
] 2% 
E. i a24-z2 
dicha funcion expresada por z se hará racional é = ; 
; 2% 


434 Para indicar que una cantidad es funcion de otra , se pone de- 
lante de la variable una £, F. ó Q.3 así, ¿=f.0,2=F.x y ¿=Q.x 
indican que z es funcion de x; pero quando se quiere indicar la fun- 
cion de una cantidad ya compuesta de la variable se encierra dentro de 
sn paréntesis ; así, f.(x2) ó f.(a+bx)Gc. expresan funciones de 2? y de 
a+bxérc. Para señalar una funcion de dos variables x,u, ¿ndependientes, 
esto es, que variando la una no sea indispensable el que varíe la otra, 
se escribe FF.(x,u), y así de las demas variables. En algunas ocasiones se 
3uelen afectar las expresiones de dos ó mas signos de funcion ; así, 
d.[ f.(x,u)] expresa que una cierta combinacion de las variables x,4 con 
constantes expresada por f., se ha de combinar despues en.masa de un 
modo qualquiera expresado por F. Siempre que se empleen Otras carac- 
terísticas , se advertirá. 

435 Quando el primer miembro de una equacion es una funcion y 
el segundo una transformacion suya, si todo lo que hay en el segundo 
miembro se pasa al primero, se verificará que todos los coeficientes de 
las diferentes potencias de las variables serán cero. 

En efecto, supongamos que X=f.x , y que esta equacion se trans- 
forme en otra que no contenga radicales ni divisores; vamos á demos- 
trar que pasando al primer miembro todo lo que pueda haber en el se- 
gundo, la funcion vendrá á tener esta forma 

a+bxr+cil+dx34+c.=o, y será a=0,b=0,c=0,d=0,kc. 

Para convencernos de esto, observaremos que no habiendo ya radi- 
cales ni divisores, lo mas que podrá suceder es que haya un término 
donde no se halle x, otro donde esté elevada á la primera potencia , 
otro donde se encuentre á la segunda , y así sucesivamente ; luego ten- 
drá la forma que le hemos dado; pero como esta equacion se debe ve- 
rificar, qualquiera que sea el valor de x, ó permaneciendo indetermi- 
mado dicho valor, ningun término se debe destruir ni por los que le 


: DE LAS FUNCIONES» 7 
preceden ni por los que le siguen; luego será cada uno de ellos cero; y 
como la a debe ser una cantidad qualquiera, resulta que será cero cada 
término por serlo su coeficiente, 


Aunque esta demostracion no dexa nada que desear, no obstante como 
esta proposición es el principio en que estriba toda la teoría que.vamos 
á exponer, haremos aun mas sensible su demostracion. La proposicion 
está reducida á probar que si en una funcion de una variable tal como x, 
despues de haber hecho ciertas operaciones se convierte en una equa- 
cion de esta especie a+bx+cx2+dx3+8c.=0, > 
donde a,h,c.d,8c. tienen valores constantes, é independientes por con- 
siguiente de x que es variable, y puede tener todos los valores que se 
quiera, los coeficientes a,b,e,d, Gtc. son iguales con cero. En eíecto:, pues 
que los valores de a,b, $zc. son independientes de x, el valor que tenga e 
en un cierto valor de x, le tendrá en todos; pero si se supone 4=0» 
la equacion se convierte en a=0; luego el primer coeficiente es cero, y 
por lo mismo la equacion primitiva se convertirá en 


o+bx+ex?2+dx3+6c.=0, Ú en bxe+cx2+dx3+8c.=0, 
que dividiendo ambos miembros por x se tendrá 


, 


o 
byex+dx2+<c.= — =0); 
bs 


» como h es tambien independiente de x, el valor que tenga en un 
valor particular de x, le tendrá en todos; pero si «=o0, la equacion se 
convierte en b=0; luego el segundo coeficiente tambien es Cero, y por 
lo mismo la equacion primitiva se convertirá en 


o-+ox+cx2+dx3+8c.=o ó en cx2+da34+c.=0, 


que dividiendo por x* se convierte en cr dx+kc.=o; 
y como c tambien es independiente de x, el valor que tenga en un caso 
particular, le tendrá en todos; y como haciendo x=o0, resulta c=9,, 
tambien tenemos que el tercer coeficiente es cero; y así sucederá con 
los demas. 

Esta proposición es de suma importancia en el desarrollo de las fun- 
ciones; pues quando se trata de esto , como el método analítico consiste en 
tomar conocido lo mismo que se busca para conocerlo despues, se supone 
la funcion ya desenvuelta, poniendo indeterminadas las cantidades que 
afectan á la variable, y despues por los métodos conocidos se hacen des- 
aparecer todos los divisores y radicales si los hay; se pasan todas las 
cantidades á un solo miembro , y comó paraque se verifique esta con- 
dicion se necesita que todos los eoeficientes sean cero, se forman tantas 
equaciones como coeficientes hay , y por medio de ellas se determinan 
las cantidades indeterminadas que afectaban á la variable en el desar- 


rollo supuesto de la funcion; y substituyendo sus valores se tendrá el 
desarrollo efectivo. 


L 
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436 De aqui resulta que si se tiene una equación de esta forma. - 
asrbaecalatic—= d+ Br Cx2+éo. 
se verificará que los coeficientes de los términos hombólógos serán iguales 
encada miembro, y será 4A=a,B=b,C=c,Ke. 
porque sitrasladamos todos los términos del segundo miembro al pri» 
mero, se tendrá 57 es x Sa x24«c.=0, 


que en virtud de lo-acabado de exponer se tendrá dad 159 
a—4=0,b—.B=0,c—U=o,6tc.=0; que dan a=4,b=B,c=C,Go.. 


Descomposición de las funciones quebradas en sus funciones simples, 


437 Quando se tienen dos Ú mas funciones quebradas reunidas por 
via de suma ó resta, las podemos reducir á una sola dándoles un mismo 
denominador, y sumando ó restando sus numeradores; en cuyo caso. la 
nueva funcion que se origina tiene por denominador.el producto delos 
denominadores de las simples. En muchas ocasiones ocurre el tener que 
resolver la. question inversa, á saber, el querer determinar las fruccio- 
nes simples de que ha resultado una fraccion duda cuyo denominador 
tenga factores, por lo que formará esto ahora el asunto de nuestras 
investigaciones. | 

Para esto, debemos observar ante todas cosas que supondremos que 
la funcion quebrada propuesta es genuina; pues en caso de no serlo, 
dividiríamos su numerador por el denominador, hasta que nos resultase 
una resta en que la mayor dimension de la variable fuese menor que la 
mayor en el denominador; y entonces tendríamos descompuesta la fun- 
cion quebrada expuria, en una parte entera. y en otra quebrada genuina, 
que tendria por numerador la resta y por denominador el denominador 
de la propuesta. 


E , . 77 | . NIF1 
Así, si tubiésemos la funcion 
x—I 
A > . € y 2 
la reduciríamos por medio de la division 4 x2+x+1+—- , 
; 1 


Quando las funciones que se dan para reunir «en una sean genuinas, 
la que resulte de su suma ó resta tambien lo será; porque teniendo los 
numeradores menor dimension que los denominadores, despues de mul- 
tiplicados ambos términos por el producto de los denominadores de los 
demas, quedará aun genuina cada funcion componente, y por lo mismo 
lo será la compuesta. Recíprocamente, si la funcion compuesta que se 
da es genuina, lo serán tambien todas las componentes. 

Entendido «esto, solo pueden ocurrir quatro casos en esta qiiestion : 
1. el que los factores del denominador sean desiguales entre sí; 2. que 
sean todos iguales entre sí; 2.2 que unos sean iguales entre sí y otros 
10; y 4.” que el denominador no tenga factores reales sino de 2.2 grado. 


BESAS A A a AIDA PEA AECA SA A A A 5 5 e a 
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Sea, por exemplo , li funcion quebrada gi suponemos 
que los factores del denominador /.x sean 0 E yy DÁ, 
E Pax (a—ala— ly) (3) Ge, 
y podremos suponer que resulta de tantas fracciones simples quantos sean 
los factores del denominador; y como los numeradores no los conoce- 
mos , y no deben contener Á *, pues entonces serian estos quebrados 
funciones espurias, los señalaremos con las letras 4,B,C,D,S8tc. y será 

: Lx A B [ 
—_—_—_—_— AAA A e RÁ Y ——Á + A 0. 
(oo—a AY RI) 02 AT a E 
cuya equacion se nos convierte multiplicando ambos miembros por el 
denominador (12) (84D 
en fx=d4(p—s a). + B (10) (y) (1 —9)». 

+ (oe) (0—0)...+D(u—0)(0—6 [0 —Y)..:+4c. 

Ahora, en esta equacion x puede tener todos los valores que se quiera, 
pues es variable, y 4,B,C,D,Étc. son cantidades indeterminadas , pero 
constantes é independientes de x ; luego el valor que tengan en un valor 
particular de x, le tendrán en todos los demas; pero s1 suponemos x=0%, 
tendremos f.a=4A(0— Na —y)0—3)... 
porque en todos los demas términos entra el factor x—4=%--40 ; 
$. 


, La al —0)o". 
Si suponemos »=0 se nos convertirá la misma equacion en 
gp 


se tendrá que se nos convertirá en 


—— 


luego despejando tendremos 4= 


6 | ... > JS 
fE=B(—2(E—yYHE—3)... que da Ata) ENE) 
«Y 


y del mismo modo hallaríamos que (= —_—__—_—__—— 
(y—a)(v—E (93)... 

lo que suministra esta regla para la práctica : el numerador torrespon. 
diente á un factor qualquiera es igual á un quebrado cuyo numerador 
es el de la primitiva, substituyendo en él en vez de la variable el valor 
que se saca para esta de igualar con cero dicho factor; y el denomina- 
dor es igual á todo lo demas del denominador de la propuesta, substi- 
tuyendo en el el mismo valor de la variable, 

1422 


Así, si la funcion fuese 
, x=X3 


como los factores del denominador son (* ) x, 1+-x, Y 1—X%, podre= 

A A 

la ( *) Como hemos visto en la teoría de las equaciones que el hallar 

s Taices está reducido á encontrar los factores por qué se puede dividir 
Tom. 11. Parte Il. 
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1-+x2 ¡ESA A ] C 
a—x3  x(IEN(IZA) E 14 1 
. 14-02 1 
y la regla nos dará 4 ——__— ==— =I3 
(1+0)](1—o0) 1 
1+(—1)2 1+1 2 1+12 
= —= = — =— 1; y U= =Í=1 5 
—ix[i-(=5] —1x2 —2 1X2 
1+x? I I r 
luego tendremos —— ==> + -——. 
x—A3 Ei AI 


x2 


Si la funcion propuesta fuese — 


34H 21 —-2 
como los factores del denominador son 4-+1,x—1,%-+2 , tendremos que 


2x2 x2 pl Á B Cc 
AAA == 2 AAA == RA + A - 
a3pzx2—a—2  (x+1)(x—1(8+2) 441 1 > +2 
a la E od 
la regla nos dará 4= —- = —=—3; 
Aena (—1—1[—71+2) —2xI —2 yd 
E A o 
(1+1)(1+2) 2x3 2 (al) — 13 e 
a2 RS 


— 
—+00 


sor To. que —————__—— = — + ar 
¿ Pe (o-+r)l(a—1)0+2) LEI OIL Mtz 


1 I 4 
— —— + + ——_— 
2(x+1)  6la—1)  3(u+2) 

438 Supongamos ahora que los factores de F.x sean todos iguales entre 
sí é iguales con (x—x), x tendremos amando al número de factores; 

e F.x=(x—o), por lo que — = ———5 
A A 
y la descompondremos en esta forma 


fx Á B ($ L 


= a -P —$ - + A a 5 
xo. (x—ay (a—0) MT (9604) 172 (X—%) 

cuya equacion despues de multiplicada por (x—a)”, se convertirá em 
otra en que comparando los cocticientes de los términos homólogos 
resultarán los valores de 4,B,€,D,%c. 


: c 
En efecto, supongamos que la fraccion sea la > 
x—0 
e 
su primer miembro, resulta que sí queremos hallar los factores de un 
pulinomio qualquiera no tenemos mas que igualarle con cera, y resolver 
esta equacion.. 


A A A A A A A A ES 


7 
Y 
a 
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paño: > o B € : 
== —A— + —— TT + ; 
(x—a 3 (x—a)3 (x—a)? x—Q 
y multiplicando por (x—0)3 será a AB (x—a)+C(x%—a)2 
ó executan do las operaciones y ordenando a=.-.4 +Bx+Cx2 
7, —Bo—20Cx 


y tendremos 


' 


MORT Mo raocn bs Eiongans + CLe?..; 
que comparando. los coeficientes de los términos homólogos [436] se 
tendrá C=0, porque en el primer miembro no habiendo término donde 
se halle x2, su coeficiente es cero; B—20C=1, porque el coeficiente 
del término donde se halla wen el primer miembro es 1, de donde 
sale B=1 por ser C=0, y finalmente A—Bo+Coatmo y 
porque en el primer miembro no hay término independiente de x; de 
as” eS ¿ E 


—Bo:x=u, luego¡se tendrá —— = —— +— x 
donde AS luego die sas (osa A 
Aqui hemos empezado comparando los coeficientes de los términos 
últimos, porque eran los que nos suministraban con mas sencillez el des- 
pejo de las cantidades A,B,C; en OLrOS Casos se.procede al contrario. 
Debemos manifestar aqui porque se ha de suponer la descomposicion. 
que hemos empleado, y no otra; con cuyo objeto observaremos que si 
a+bxo oi 
—, no la podríamos suponer descom- 


senos propusiese la funcion 


(2) 
puesta en estas dos ; z ' 
; ; a+bx Á B : 
porque en este caso tendríamos ——— = - + z 
$ —0)2 "Ku" 04 


que multiplicando por (+—a)? resultaria 
| arbx=A4(x—a)+B(x—0)=—40+ Ax 
; A 0 0 UE oa —Bar Bx 
que da 4+B=b, de donde 4=b—B, 
y los primeros términos darán:a=>—42—Ba=—bo+-Ba—Ba==ba, 
que no da medios para despejar B, y esta equacion solo determina una 
relacion entre a,b y o; y como estas pueden tener en diferentes qiies- 
tiones los valores que se quiera, se sigue que no se puede suponer 
dicha descomposicion. A A : iS 
a+bx A B C 
e EA | (a—a)2  (x—a)2 pitan 3 sa 
porque multiplicando por (x—a)?, 
se tendrá a+bx=4+B(x—0)+Cu—a)= 4 +Bx 
«—Ba+Cx 
—Ca A q 
la qual daria solo dos equaciones por tuyo medio no se pueden deter- 


Tampoco se puede suponer que 
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minar tres incógnitas 4,B,C; y aunque supusiéramos que 4=1 , como 
tendríamos entonces B-C=b, y 1(B=+-C)a=4) 
resultaria de la primera B=)b-—C, ; 
cuyo valor substituido en la segunda, la reduciria do > 
1—(b—C=+Chja=a, 6 4 1—ba=a E 
que no da valor para C, y solo sí una relacion entre b,0 y «a, que no se 
puede suponer que la tengan; luego esta descomposición tampoco se 
puede admitir, y como con los factores del denominador no se puede: 
formar otro género de combinaciones,, resulta que solo se podrá suponer 
arbx Á | 

| CA CA, 
que es la misma que hemos supuesto... APA. Fa 

439 El tercer caso que ocurre es quando. la F.x: tiene factores iguales 
_entre sí y factores desiguales; en este caso , primero-se halla lo corres» 
pondiente á los iguales, y luego 4 los desiguales en esta forma.. 

q x2 


la descomposicion 


Supongamos, que se nos dé la fraccion — haremos 


A acto RIA 
para mayor sencillez x2=M, y (2+x)(3—%)=N, con lo que la funcion 


propuesta se convertirá en e 
N(1—x)2 


Ahora, á causa del factor (1—xw)2 nos vendrán por el caso anterior dos 
$, B 


K— + — > 
I—x )2 1AAÁ pr tob 5139 13 532009 
y si llamamos P al numerador de la fraccion que corresponda á la otra 
A: 2 geas  A P - MIO -Y 
parte del denominador N, setendrá = Y APA 
NU )2 (a) 1—x,  N 
que multiplicando por Mi—x)2 será M=4N+BNM(1—2)+P(1—x",, 
. M—AN—BN(1—x2) 
de donde despejando P sale P= : e e 4 
A 
“Ahora, P: debe ser una funcion-entera de: x , pues sil tubiese x en su. 


fracciones de esta forma 


a nta ” 


denominador , la funcion sis tendria mas dimensiones. en: el denomina- 


dor quelas que tubiese N; lo que no puede ser porque: Ea es la fun- 


cion-que resulta de todos. los factores desiguales del denominador pri- 
mitivo; luego será necesario que el numerador dela expresion de P sea 
divisible por (1—x)2 ó por 1—x; luego: la parte M—4N será divisi- 
ble por 1—x, y par lo mismo tendrá esta forma M—4N=(1—x)0; 

ahora, el valor quetenga 4 en un valor particular dex, le tendrá en to- 
dos; luego le podremas dar ú a el valor que nos suministre una equa- 
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cion para determinar 4; y como haciendo x=1, el segundo miembro 


se reduce á o, tendremos M—.4N=0, de donde A ; 


luego si en los valores de M y de N'substituimos 1 en vez de x, que:es el 
valor que reduce á cero el denominador del factor igual, setendrá deter- 
12, 1 
minado el primer numerador 4, y O o z. 
2 fa TA) 3x2 
Ahora, para despejar B: tendremos que como todo el numerador de P 
ha de ser divisible por 1—x, quando x= se reducirá 4'cero , y dará 


- MAÁN 
M—AN—=BN(1—x)=0 y de donde despejando B dará B= ————. N y 
I—S 


Como M—A4AN ha de ser divisible por t—ac, sereducirá á cero quando 
x=! Ó I1—X=0, en cuyocaso la fraccion se nos convierte en 3, que 
no nos da medios «para determinará B; para obviar este incoatemente, 
no supondremos que a=1 , hasta haber hecho desaparacer arriba y 
abaxo el factor 1—x, y así tendremos me 


6x2 (24 +30) 


MAN _ x2—¿(2-+2)(3 2 Cinca PUN ys EA 
— (—aN (ia le+xa gx) (CG 
6x2—6—21 421-4202 pr —ó. pea 


A ARS TA és. + 


SS 200 7 
0(1—0)(2+x) A 3—x) — 6 +2 )( ¿ay? 


en cuyo valor substituyendo ahora 1 en vez de w, será 


A A a 
SAI) xx 36 
I 13. P 


por lo que se: tendrg 


(E—aJN  6(1—x)2  36(1—x) 
Ahora, como N=(2-+x)(3—x), los otros dos quebrados que estan con- 
13 


tenidos en ——, tendrán esta forma— y —, 
N> 2-EX 


3—x 
cuyos numer adores encontraremos por la regla general dada [437] para los 
—— 9 12% 
factores desiguales; y será C= AR an E > 
(1— —2)G——2) 3x5 45 


ym al ads 
(13) (243) 4x5 2 


luego será 
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y2 1 1 pan E 4 _ $ 
PES IE A AAA E E zz ef 
(1—2)(2+x)l 3—x) 6(1 —4) 36(1- 1 —x) As(24+x). 120( 3). 
I 


Si la funcion fuese TT y ita: tos dins las frac- 


ciones correspondientes al factor x3, luego las del (1—xJ» y luego la 
del 53 y hallaríamos por último. que 


1 1 2 a 7 1 
HE x£3 2 x 2(I—x)  £(1—x%)  4(1+4) 
440 Finalmente nos propondremos para manifestar el quarto caso 


va funcion - 


xs , en que los factores del denominador son [383] > 
1 


az Y ALERY 213. | 
a om do B Cat D 
—_—_—— — + 


por lo que haremos 


E E RON AR 
cuyas funciones quedarán aun genuinas , aunque en el numerador : se 
halle «con una dimension. 

Multiplicando por A Dia Dn), 
esta equacion se convertirá en 
(Ar B asa 241) (Cat Doo —aV 2+1= Una 1. — 1 10 

ÁAx3 +Bx2 +BY 2xx +B 
SAY 2x2 Ax +D PA 
1 OCxs +Dx2 —DY 2%x , 
ly 2x2 +Cx 

que igualando los coeficientes de los términos homólogos, será 


B4D=05, que da B= —D; 
tambien Jos cueficientes de x3 dan 4+C=0 , de donde 4= C; 


el de x da By 24+-4—Dy 2+C=0, que en virtud de ser 4-+-C=o, 


2 
se convierte en BY 2—Dy/ 2=0,que da B= 2d =2; 
VW 2 
cuyo resultado no se puede verificar con el de B=-—D, á no ser que 
Bzx=0o y D=o0; fina'mente los coeficientes de x2 dan 


PAC ty 
que substituyendo 4 en vez de —C y suprimiendo la B y la D, 


1 
será 2 Ay 2=1 que da <= —>; 
2y2' 
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1 


y como 4==C 6 C=-—4, será (== —; 
: | 2/2 
s m. 
x2 2/2 2 2 


— 
— 


— _— 


xÁHIL—— GIAN 21 


e 


luego se tendrá 
x2xoy 241 
. : - r 
Si la funcion propuesta fuese —————— 1 
ab 7 —a 4203 
1 

PPP PX € PP PPP PX os 
a3(a—1)(104-1) (241) 

la supondríamos igual con 


6 lo que es lo mismo 


Á B C D E F. Gxr+H 
+ +E— + — + — + — + — ; 
1 AR PLA OL 3 2 2 x241 


y para determinar los numeradores , las reduciríamos todas ¿un mismé 
denominador, y compararíamos los términos homólogos, lo que nos daria 

; a E E AT E —> — ES =-—1; 
por último. 4=1,B=1,C=2,D=—1,E=1,F=—1,6=—2 y H>—45 


1 
de manera que se tendria - = ——_—__—_——— = 
ap a7— 423 (01 1) (00421) 
1 1 9 -iRERAE I x+1 
—— + + e A AEKÁA ROA A ASK 
Bla—1)  4(ar? Blaster), 9030 22.2 4(x%+1) 


Del desarrollo de las funciones en series infinitas. 


441 No estando las funciones quebradas irracionales ni trascendentes 
de a comprendidas en la forma entera 4+Bxa=+-Cx2+Dx3+-Ex4+«o. 
quando es finito el número de los términos, se buscan expresiones seme- 
Jantes á esta, que se extiendan indefinidamente y que den á conocer el 
valor de una funcion ó quebrada d irracional ó trascendente; pues la 
naturaleza de estas funciones parece que se entiende mejor si se expre- 
san por una forma semejante, aunque infinita; porque tenemos una 
idea exácta de lo que expresa cada término. Por esta causa se debe procu= 
rar dará toda funcion una;forma semejante, que paraque comprenda 
el desarrollo de todas, la podremos señalar por la expresivn infinita 


ABR +01 4Dx > +80. 
donde e, €, y, 3, Sc. pueden expresar números enteros $ quebrados, 
positivos 6 negativos ; 4 estas expresiones se les da el nombre de series. 
Ahora , Si quesiéramos decir lo que era serte, diríamos que era un ¿2- 
finitinomio ó un polinomio de infinitos términos, por medio del qual se 
expresa el valor de una cantidad ó funcion que no le tiene cabal. Quando 
los exponentes q, €, y, 3, Ec. son positivos y van creciendo, ó negati- 
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vos y van menguando, la serie se llama ascendente; quando, son posi- 
tivos y van menguando, Ó negativos y van creciendo, se llama descen- 
dente; quando, dando valores particulares da y 4 4, B, C, Sic. , los tér- 
minos van disminuyendo, la serie se llama convergente; y quando los tér- 
minos van creciendo la serie se llama divergente. Las únicas series que 
nos acomoda considerar son las convergentes ¿ porque como el objeto 
con que se desenvuelve en serie una funcion, es el de formar idea de una 
cantidad cuyo valor no se percibe con claridad, y esto se hace por un 
número infinito de términos, es necesario que tomando cierto número 
de ellos tengamos valores aproximados 4 la cantidad ó funcion; y por 
lo mismo debe ser tal la serie que los términos que tengan despues de 
los que se consideran, sean de poca consideracion; lo que no se puede 
verificar siendo divergente la serie , pues entonces los que falten , como 
son en número indefinido y-todos mayores que los que se toman, siem- 
pre valdrán mucho mas que los quese toman; y así , estas series no son 
á propósito para el intento. _ ne 

Quando una serie es tal que un término qualquiera depende de al- 
guno ó algunos de los que le preceden, se lama recurrente; si depende 
de uno se llama recurrente de primer órden ; si de dos de segundo órden; 
si de tres de tercero, Gtc.; ¿la ley por medio de la qual se halla un tér- 
mino qualquiera en valores de los que le preceden, la ilamó Moivre escala 
de relacion. Se dice que lasseries son aritméticas de primer órden, quando 
restado cada término del que le sigue dan todos una misma diferencia ; 
por lo que toda progresion aritmética es una serie aritmética de primer 
órden; quando de executar estas restas se origina una progresion aritmé- 
tica, entonces se dice que la serie tiene constantes sus segundas diferen- 
cias, y que es de segundo órden; del mismo modo se dice que son del 
tercero, quando las terceras diferencias son constantes; y en general del 
órden n quando son constantes las diferencias del órden n. | 

442 Para desenvolver en serie las funciones, Mercator usaba de la 
division; Neuton las desenvolvia por medio de la extraccion de raices; 
y Leibnitz presuponiendo la serie. Para desenvolver en serie la expre- 


por el método de Mercator, executaríamos la division de a 
U—X . á 
por a—x , por las reglas dadas en la division algebráica, y hallaría- 


a Xx x2 x3 x4 an—1 
= 1+ — + — Eh... 5 
1—Xx a a? as a4 an—1 


esta serie es ascendente, porque los exponentes de x son positivos y van 
creciendo; será convergente siempre que <a, y será divergente sien- 
pre que x>a. El método de Neuton consiste en trasladar el denomi- 
nador a—x al numerador, mudando el signo al exponente, lo que da 


sion 


mos que 


== —x)—1 
pa a(a—x) 


| Dr LAS FUNCIONES. 1 
: ¡Y Mi CARA A Td ag, gs X 
en elevar la 144 la potencia menos uno, que da, segun direni0s 1as 
adelante, — + — +-—+—-+ Úc. d 
17 u? as 04 


y en multiplicar despues esto por a, que da = a(a—x) = 
j la obanti Gol: Es 


NETOS o El 1) oy 


A 3 


, 10% an 1213 


1 x 22 ya A PR 
a — ++ — + — 4 0, 1 + — — + — + — +Qc., 
d A 7 E PU 


a Spega. >. as. 04 
que es el misimo resultado que antes. 


443 El método de Leibnitz consiste en presuponer la serie que ha de 
ser el desarrollo de la funcion, de modo que tenga coeficientes in- 
determinados; Ó si la funcion es complicada tambien se supone que los 
exponentes lo sean , y Sepnes determinarlos por las condiciones que 
se han de verificar. Este método, que es verdaderamente lo que se llama 
la teorta de las series, es el mas importante ; pues aunque el de Neu- 
ton es interesante, no obstante quando las funciones son complicadas 
no es tan adequado, y ademas los principios en que estriba el método * 
de Neuton estan fundados en la misma teoría de las series; se ve por 
otra parte que todo es analítico . pues consiste en suponer conocido lo 
mismo que se busca para conocerlo despues. Así, para desenvolver por 


este método la funcion 


en serie, supondremos que dicha funcion 
a—x 


do:pues de desenvuelta sea la serie d+Bx2-Cx24-Dx3+Ex44- «ec 5 

donde los coeficientes 4,B,C,D,É6c.son cantidades indeterminadas : el co- 
nocer lá forma de la serie no es muy dificultoso, pues lo masque puede 
suceder es que, sino hay radicales, haya un término. constante , Otro 
en que la variable esté eleyada 4 la primera potencia, otro en que se 
halle elevada 4 la segunda, y así sucesivamente. Si la serie debe tener Ú 
no término constante se conoce inmediatamente, pues haciendo en la 
funcion x=o0, si la funcion se reduce á cero no habrá en la serie término 
constante; sino sereduce lo habrá y será aquello en que se convierte la 


funcion suponiendo cero la variable. Así, haciendo x=o en la funcion se 
da 


a DS valor de 4; si en alguno de los términos 


dela. serie se debiese hallar la variable en el denominador, tambien 
S indicaría la funcion primitiva; pues en este caso, haciendo: cero: la 
variable, el valor de la funcion deberia ser infinito. Sabiendo ya si hay 
EIA An dos l es, y si hay términos en que se halle Ja varia- 
A a 9 | y ¡e he inieend O (lo que se conoce 
es el que af ma de Sit ncton,ó no haya mas que Uno que 
dela e, ecta á toda la funcion quando sea irracional ) el desarrollo 

e ción no puede menos de estar comprendido en la serie de tér- 


G Tom. 11. Parte 11. 
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minos 4+Bx+Cx24Dx3+ Sc ; luego, pues que sabemos que la fun;. 


, desenvuelta, debe estar comprendida en A+ Bu+Cx?24 Go, 


cion 
a—x 


= 4A4-Bx+Cx24-Dx3+-Ex44-Fx5+46c. 


haremos 
po La, E 


Si esta serie es el valor de la funcion propuesta, quitando el denomi- 
nador se tendrá a=4a+Bax +Cax?2+Dax3+Gc. 
—Á x —B x2—C x3Gc. 

ahora podríamos pasar el segundo miembro al primero a, é igualarle 


Aa+ Bax+Cax? + Dax3 + Kc. 
e este modo: 3 
todo con cero de e ¿ o e MA dó —Cx3 — Go. = 


y como en una funcion de esta especie es indispensable que tedos Jos 


coeficientes sean cero ¿1435 tendremos 
Aa—a=0,B a—4=0,Ca—B=0,D Da—C=o, 
Por medio de estas quatro equaciones determinaremos los coeficientes 


4,B,C,D,Sc. y dará la primera 4a=a 6 4=1; la segunda Ba=1 6 


L 
1 B EpsÍal 
B=-—-; la tercera Ca=BóC=====-— 5 la quarta pié Óó 
a a a a? 
1 
E a2 1 
D=— =>— = —-3 y por analogía deducimos la ley de los demas; 


a a a3 


1 r : 
y así seria E=—-; F= — Ge. ; con lo que resulta que 
| a 


a4 
2% x2 x3 x4 as au—I 
=I-+* ee + ek + e —+ mp + + ... . 
a—x a a2 as a4 as qn—1 


Para determinar los coeficientes no se necesita hacer precisamente 
igual con cero uno de los miembros , pues paraque se veritique la equa- 
cion a=4a=+-Bax-+ Caxs+Daxt-+ée. 

—A x—B x2—C x3—éc. 
es indispensable que en ambos miembros los coeficientes de las poten- 
cias homólogas de la variable, sean iguales [436]; y así los igualaremos 


y será a—=4a, que da A==1,Ba—A=0, 
a 


porque en el primer miembro no hay término ninguno donde se halle x; 
y por la misma razon será Ca—B=0, Da—C=o0,«e. 

gue darian los mismos valores de B,C,D,Gc. que antes. De este métode 
«saremos porque es algo mas sencillo. 


444 Si la funcion fuese la haríamos igual con 


Ho x 


A+ Bx+Cx2+Dx384Ex44FxS8+G x64 Sc. 


PP a Ci 


A A ASAS ASAS nn 


RSITARIA 


A 
A 


al 
UNIVE 


< 
2) 
=] 


SEVi¿ 
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porque hay término constante, y no se debe hallar la variable en el de- 


PA 4 a ó 
nominador; y seria AEB Cot Dot Et 7 
— li ER . : 
que quitando el denominador será a=40+ Box + Cox?+Dox3+ Ge, 
+C Ax +6 Br?+6C 3+6o. 


de donde resulta igualando los cocficientes de los términos homólogos 
a=4a 6 4=—; y haciendo iguales con cero los, coeficientes de cada 
Cn e . | 


una de las potencias de x del segundo miembro, por no tener términos 
homólogos en el primero, sezá 


| 2 q” a Ca 
«B-+64=o, de donde B=—==— —XÁ==— — Xx — === 
a o a a 0% 
OS AB 6 elcléa ea 
a«C=-¿B=o. caia es T—-=— —XB= — X= === 3 
A a 02 a3 
EC € Eta... 34 
ADA D=—>2== =xC= == =x — =-—; 
0% o a ql 04 


lo que manifiesta que si el coeficiente de un términoqualquiera se llama P 
y el siguiente Q, se tendrá para determinar este la equacion 
' —EP 6 entob 
0Q+5P=0 6 0 ==> XP; 
2% a 
cuya equacion manifiesta la escala de relacion. Comparando los exps- 
nentes de las €,a,x con el lugar que ocupa cada término en la serie, 
tendremos que llamando » el lugar que dicho término ocupa, 
En—14g p . 
lo 


xu—1 será i ino qual- 

py E Y ser la expresion que represente un término Lab 

quiera, tomando el signo + quando n es ímpar y el — quando par; 
a a a ac2 ac3 ace—1 


TZ A AAA — x + a ABE cri NAL, 


atÓx 0 02 SS ar 


? , a+bx 
Si la funcion fuese ———- , por las mismas razones de antes , la 
a+ xt yx? Al 


haremos igual con 4+Bx+-Cx24-Dx3+Ex4+6c, 
y quitando el denominador será 
arbi=40+Bo0x+Cax24Dax34- Ge, 
+46x+B6x24-06 x34-Go. 
+4Ayx24Byx3+Gc. 


y tendremos 


lo que da 4a:=a, de donde d==; 
a 


e 
hb — E 
PE Dos 
Bar Ai=zb. ...B= Jen al SS 
a o 02 
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hos oa Y aibrrbreabsa sw 


S [A pO0ÍA) > ¡21 Í o ) 
CA BOEAYEZO CC | We 


— 
— 


(Sa—bu)—aoy PARES 
u2tiooo Ela —bab—ay : ¿rvi así 9br 
a ——, YC. k 
at: 0 se nesids a 
E a+bx a  ba—as  Ela—ba6—agy 
y por último =— + MA A 0 
a +lxtyx?2. a 2 03 ; 


Este resultado nos puede servir de fórmula para todas las funciones que 


tubiesen la misma forma; y así, si quisiéramos desenvolver la funcion 
1-42X ; Z 
o a PO a 
y 4 causade:a=1,b=2,0=1,6=—1.Y==—1 , 
será: 4=1,B=3,C=4,D=7,E=11,F=18,8c. 


seriaigual con la serie 4+Bx+Cx24-Dx34Ex44- Faó4 8, 


de donde resulta que 14304 4024-74341 1044 1845460, 
¿ssl s A : 
y se ve que el coeficiente de un término qualquiera equivale 4 la suma 
de los dos anteriores. 5 
445. De aqui ya:se puede colegir la naturaleza de las series infinitas 
en que se transforman las funciones quebradas; pues en ellas cada tér- 
mino se puede determinar por algunos de los precedentes, ásaber, si el 
denominador de la funcion propuesta es 0-+6x resulta la serie 
A+Bx+Cx2+Dx34.. ParQuiticRiit24 e, 
en que, cada coeficiente Q dependerá solo del precedente P, de modo que 
sea 4Q+6P=o0. Pero si el denominador fuese un trinomio a+6x+yx2 
cada: coeficiente R dela serie se determinará por los dos precedentés, 
d» modo que sea aR+6Q+yPzo ; : 
del mismo moda si el denominador fuese un quadrinomio como 
a+ xa tyxleda, 
«¿ada coeficiente S de la:serie:se determinaria por mediode los tres pre- 
eedentes R,Q y P por la equacion aS+5SR+yQ+dP=0, ven 
y así sucesivamente siel denominador fuese un quinomio, Gte. Ge. 
446 Para la formacion de estas series se requiere que el término cons- 
tante « del denominador no sea =0 ; pues siendo el primer término de 


( » Ps ' ts 
la serie .4=—, en este caso tanto “4.como todos los siguientes serian 
a A 
infinitos. pza 9) y ode 
Ahora , dividiendo los dos términos de la funcion quebrada por %, 


resultaria que el primer término del denominador seria la unidad. Luego 
despues de hecha-esta transformacion tenemos: que el desarrollo de toda 
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a+rbx=-cotrdxa3+ o. 
funcion quebrada estará reducido al de la —————=:=7 
1—0x—Cx2—ya3—d4—«c. 

En la:qual se ponen negativos todos los demas términos del denomi- 
nador, paraque sean positivos todos los.términos de la serie que de ella 
se ha de*originar. Por lo que si se supone que la serie recurrente ori- 
ginada de ella ses 4+Bx+Cx04 Das Ex44- Fx + Áo. 
los coeficientes se determinarán de modo que se tendrá (M) 
donde se ve que, cada coeficiente ¡es igual al. (Mob 
agregado de algunos múltiplos de los pre- ¿2 
cedentes', junto con uno de los coeficientes: BZ UF 
del numerador; y como-si el numerador no C= - B+e AO 
procede al infinito, esta adicion cesará, en Dat C 

: A )=0C+EB+ y 4A+d 
este caso cada término se: determinará por- E—aD+EC+9 BLA 
medio de los antecedentes por una ley cons- qa OS 
tante: De manera'que para todas las series -: Su dde tds 
de esta especie se podria dar la siguiente regla para hallar los coeficientes. 

El primer coeficiente es igual con el primero del numerador; el se- 
gundo se compone del primer término de la serie multiplicado por. el” 
coeficiente del segundo término del denominador, mas el segundo coef- 
ciente del numerador; el tercero se compone del segundo multiplicado 
po» el coeficiente del segundo término del denominador , mas el primero 
multiplicado por el coeficiente del tercer término del denominador , mas 
el coeficiente del tercer término del numerador ; y así en adelante hasta 
que ya no haya mas términos en el numerador, en cuyo Caso un coe- 
ficiente se compondrá del que le antecede multiplicado por el coeficiente 
del segundo término del denominador , mas el anterior. multiplisado 
por el coeficiente del tercer término del denominador, mas el anterior 
á este multiplicado por el' coeficiente del quarto término del denomina- 
dor,€Sc. ; cuya ley se deberá tener presente si se quiere determinar la 
serie sin hacer el cálculo. 

447 Si la funcion propuesta no fuese genuina, entonces sale interrum- 
pida la ley dela serie; y así, si nos propusiéramos la funcion espuria 
1+2x—2X3 . d ; 


=> haciéndola igual con la serie 4+Bx+Cx2+Dx3+k0., 
1— XxX de ' 


y quitando el denominador tendremos 
14220344 Bxw Cat Dx34-Ex44 Fx5+ «ec. 
— Ax —Bx2—Cx3=DxA—Ex5— Go. 
——Ax?—Bx3—Cx4—Dx5— Qoc. 
de donde 4=1,B—4=2. 0... B=2+4d=2+1=3» 
C—B—A=06: . C=B+4= g+1= 4, 
DAC=—B=1:6 D=C+B— 1=4+ 3-1=Ó06, 
E-=D-C=0 6. E=D+C= 6-+4=10, 
precia . F=E+D=10-=-6=16, 
a 
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1-+2X—x3 


luego =1+30+402 46934 10044160542 6064 Eo, 


LN NA 
en la qual el quarto término 6x3 se exceptúa de la ley general conque 
un coeficiente se deduce de los otros dos, que es por la suma de ellos. 


, ¿ , 142x403 2 
Esta fraccion reducida á genuina será O 
Ye Te SN ¿Ir 2 


—— 


: IL—A—A2 
tendremos 4=2; B=1x2+0=2; C=1x2+2Xx1=43 D=1X44-1x2=Ó0; 
E=1x6+1x4=10; F=1x10+1x6=16; Sc, | : 
14+-2%—Xx3 2 


=X—14- A E E Y 
I—x—9M2 I—ZM—24P. 00 


que desenvolviendo en serie por la regla dada la fraccion 


por lo que 


10x4+16x5+26x64+ Ác.=1 430440246134 10%4-+16454-26%64+ Óc, 
que es el misino resultado que obtubimos antes. 

448 Entre las series recurrentes merecen una particular atencion aque- 
llas que se originan de una fraccion en que el denominador es una po- 
a+bx A+tbo babas 
== — se resuelve en serie 
((—ax)2 I—24X+0212 to 

IN QUA TE GA al 
+20) +30b $. +403h +c. 
en la que el coeficiente de la potencia 12 será (n-+-1) ata+n0I—1b. 
Si se supone a«=1 y a=1, la serie se convierte en la progresion aritmé- 
«tica general a+(20+b)+(3a+2b)+(40+3b)+(50+4b) +60. 
cuyas diferencias son constantes. Luego toda progresion aritmética es 
una serie recurrente. Pues si es 4+B+C+D+-E+F+«c. 
ana progresion aritmética, se tendrá [ 1. 286. 2.* ] 

C=2B—A4; D=2C—B; E=2D—C; F=2E—D «e. 


tencia. Así, si esta fraccion 


4 +204 ¡2 ci 
será a +3% A, e 
+b 


> 


i 


. 3 arbx+cx2 ar+bx+cx2 
Si la fraccion fuese SW] A 8, LrAn8r 
(1—ax 3 1I—3ax+30%2—a3as 
formaria en esta serie infinita Insipi aloámbdiasd + - 
a -+zua0 Y, +6K02 +10403 +15004 + Ge. 
+b +3ba >x2 —+6bo? >x33 +10b03 5x4 + Úc. 
+e +300 +6ca? + Go. 
en la que el coeficieute de la potencia 4% será. 
(N+1) 142) n(n+1)  (n—1)a 
1x2 1X2 1x2 


Por lo que si se supone 4=1 y x=1, esta serie se convierte en una pro- 
gresion aritmética general del segundo órden, cuyas diferencias segun- 
das son constantes. De este modo se manifiesta: que todas las series alge- 
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bráicas que por último tienen diferencias constantes, son series recur- 
rentes cuya ley se determina por el denominador ( 1—xX)”, ' 

449 Hasta aqui solo hemos considerado las series en que el primer 
término del denominador era constante ; si esta circunstancia no se ve- 
rificase , entonces se hallaria la variable en todos los términos del de- 
nominador, y podríamos sacarla fuera de un paréntesis; por lo que des- 
compondríamos la fraccion propuesta en dos factores : uno que tubiese 
por numerador la unidad y por denominador la variable que está fuera 
del paréntesis, y el otro factor lo demas.que quedase. EAS 

1 a 


a 
Así, si la fraccion fuese — la descompondríamos en — Xx ——;3 
ax3—x4 x3. a—x 
Y AZ G ! — 4 :a 
como _ LE — EU bh — + — + Go. 
y _ [S443]1+= A pros: | 
1 
multiplicando este resultado por E tendremos que 
Xx 
a 1 1 I 1 Xx x2 x3  x4 


TZ == — E — E — + — + — + — + — + — +Uc. 
ax3l—x4, 2x3 ..ax2. ax ad at. as a a un 
450 Quando en las fracciones que se tratan de desenvolver en serie 
hay algunos coeficientes tales como a,b,c, Ác. a,6, y, Ge. que son igua- 
les con cero, la serie no suele proceder segun las potencias de los núme- 
ros naturales ; entonces tambien se puede igualar con la serie indeter- 
minada 4+Bx+Cx2+-Dx3+.Ex4 +G«o.; y luego:al determinar los coefi- 
cientes, resultarán alguños iguales con cero; pero en'este caso se nece- 
sitarán calcular muchos mas términos de la serie 4+Bx-+Ca24-4tc. 
para tener los que se necesitan para determinar la ley. Sea , por exemplo, 


I : 
la fraccion ——— 5 Igualándola con 44-Bx+Cx%4Da3+«c, 
; ng Tus 


se tendrá Ani A+Bx+Cx24+ Dx3+Ex4+Fx5+6x64+6c. 
que da 1=4+4+Bx+Cx24+Da34+Ex4+Fx5 4+Gx6-+ Kc. 

— Ax2—Bx3— Cx4—Dx5—Ex6— Kc. : 
de donde 4=1; B=0; C—4A—0 Ú C=4—1; D—B=0 6 D=—B—0; 
E—C=o d E=C=1; FP—D=o 6 F=D=0; G—E=—o 6 G=E—1;«e. 


luego ¿=1 +xrt+rtraór 104 Eo, 
I=M2 000 
Ende se ve que para calcular quatro términos de la serie que resulta 


F la fraccion, ha sido necesario formar siete de la serie indeterminada. 
gunas veces se conoce á primera vista la ley que debe guardar la se- 


r1C, pues esta se deduce de la que se observa en el denominador, com- 


A 


La o 
binada con la del numerador sino procede por saltos; y ES , aquí icil- 
mente se conocia que pues no habia en el nun erador ni denominador 
la potencia primera de'x, la ley que seguiria la seric en sus exponentes 
seria la de la progresion aritmética 0,2,450,6c, y suponiéndolo hubiera 
resultado el cálculo mas sencillo; pues hubiéramos hecho | 

) (00:29 SUE DI LISU CiIcGOB:. COLUILTDUdO” y 


1 ' 
A 


AA 
523 4i2n. TEE 161 019030 Y sl H E 
que da 1=4+Bx2+Cx4+4Daó+ Re. E 
| E pea 
de donde BA “ 
A=13B—4A=06 B=4—1;C—B=06C=B=r;D—C=o D=C=—1:k, 
E "Ao E + +: HITS jo ———— 001109 Y 
_ por loque - TS AS » De 


como antes, y el resultado se ha“sacado con mas sencillez. 


Pero la misma análisis suministra medios para no pararse en adi- 
vinar la forma de la serie; pues entonces no solo se elige una serie de 
coeficientes indeterminados, sino que tambien se ponen indeterminados 


19avlovas23b 90 nep sup asqoidosil en: as 060 
los exponentes y despues se determinan. Y así, la fraccion > 
la igualaremos con la serie 444 BxM324Ca Mat 28-4, Dama sn+ Bcc. y 

pe : 


; J 0 ' » / UA a DN pbyi) , A e 
lo que dará a 'Áxma Binter Camria Daym+3n+4 ke, a. 
A E EN oy aolargs song le OATES e 


y quitando el denominador se tendrá ¡He 


$ 


€ —AxM+4BxmMinq Camana o Damaan ol ple. ol 


— Axm+2— Bxiitn42— Cum +22 Ec. 

Al ordenar el producto del denominador por la serie indeterminada, 
parece deberia haber alguna dificultad por no saber quales han de ser 
los términos hgmólogos; pero reflexionando que qualquiera que sea la 
ley que siga la serie, debe depender de la que hay en el denomina- 
dor y en el numerador, el producto de dicha: serie por el primer tér- 
mino del denominador le ordenaremos colucando los términos con el 
órden con que vayan saliendo; y luego el producto que resulte de mul- 
tiplicar por el segundo término del divisor se correrá un lugar mas hácia 
la derecha, esto es, el primer término debaxo del'segundo del producto 
anterior, Gc., y así se tontinuaria corriend> un lugar hácia la derecha 
cada producto si hubiese mas términos en el denominador. Luego, 
los exponentes de los primeros términos de ambos miembros se igualan, 


se executa lo mismo con los segundos, «c., hasta tener tantas equaciones 


como cantidades habia indeterminadas en los exponentes, por cuyo me- 
dio se determinarán; y si en el primer miembro no hubiese bastantes 
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términos, se igualarán con cero los exponentes de los términos que en 
el segundo forman columna; y pasando á determinar los coeficientes des- 
pues , se tendrá de todo punto determinada la serie presupuesta. 

Y así, para determinar las letras m y n que sirven de exponentes, igua- 
laremos los de los dos primeros términos, y tendremos las dos equacio- 
nes siguientes M=0,M--N=MI-=2 , que dan m=0 y N=M-+-2—M=2. 

Los coeficientes .4,B,C,Stc. se determinarán como antes; y substitu- 


¿=1 + 02444 bo Ác. 
12% , 

451 Toda serie, que es el desarrollo de una funcion , debe ser conver- 
gente ó no nos hace al caso para nada; porque las series divergentes cada 
vez nos van separando mas de la cantidad. Pero el ser convergente una 
serie solo se conoce quando á la variable se le dan valores particulares. 
Así es, que si en la serie ascendente anterior, x es menor que 1, la serie 
será tambien convergente; pero quando x sea mayor que 1 la serie será 
divergente, y entonces no se puede decir que hemosresuelto el problema, 
á no ser que encontremos la serie descendente que sea convergente quando 
«>1. Esto se consigue ordenando la funcion de diverso modo, esto es, al 


yendo los valores en la serie será 


supondremos que se 


contrario de antes; y así , en vez de la funcion —— 
| I—ux 


que es lo mismo; y aqui es quando mas uso tie- 


nos ha dado 


—x?2+1 
nen los exponentes indeterminados; por lo que haremos 


1 
= AxM4 Bain Came 2-4 8C. 


—x241 
quitando el divisor será 1=—AxM+42— Bym+tn+2—Cxmt2n+2—kc. 
+4a2M +4Bxatmea +6, 
lo que da m-+2=0 Ú M=—2, MAEN+2=mM Ó N=—2 5 
A=—1; B=4A=—1; C=B=-—1 «Kc. 
1 1 1 1 


de manera que en este caso será —— = —— — — — — — Qe. 
Zaida 27) 2x4 6 


Por lo regular los exponentes de la variable en la serie siguen una ley, 
y enel exemplo anterior hemos supuesto que era la de formar una pro- 
gresion aritmética; pero si en algun caso esto no basta se pondrán inide- 
terminados todos los exponentes, señalándolos con una letra diferente, 
y se determinarán como acabamos de manifestar. 


452 Sila funcion fuese y/a2—a2, la haríamos igual con la serie 
A+ Bx4Cx24- Da Ex Qc., 
Y elevando ambos miembros al quadrado tendremos 
ax 4242 4Ba +2 4C3242 4Dx34-2 4Ex44«c, 
+B242 +2BCx3 +2BDx4+«c. 
+  Ciu4tráo, 
D Tomo 11. Parte ll, 
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yn o 
de donde .42=a? ó d=ta;24B=0 d B= E 05 
"Ss ACEBI=31 6 2AC==1Bl=31, Y 
A A e 
a 24 3xta 24 ze 24 
—o 
-2AD+2BC=0 6 24D=—2BC=—0, 6 D= OS 
2 4E+2BD+Uz0 $ 2 4E=-—C*—2BD=—C2—o=-C?, y 
TNA | : 
O E A sl >eldanap 
24 24 2 XE4. 843 8a3. 
y substituyendo.en la serie será. 
Y 10 x2 x4 
1 VU ui—=ita  — FE — HE BC. 
er Zas. ¿0ul , 


tambien se pudiera haber hecho uso de los. exponentes indeterminados, 

y hubiéramos tenido Y 42241305 Bain Cym2n-4 Dama 3n8LCc. 

quitando el radical resultará . | 
a2—x2— A? M+ 2 ABx men ACI2ma 22 AD 2mat3n+ Bic. > 

: + B2x20+22+20Bx2M0+3+46C.. 
y para determinar los exponentes tendremos . 
21M=0,2M4+1=2 , lo que da m=o y n=2 ; 
en quanto á los coeficientes tendremos 42=a?,0 4d=xta; 


r r r 1 
¿ER bz E ia 
r 
Ty2 I gar E 
2 4C+B2—06 2 4C——BIi=— (+ — )= óC=— =HF —; 
24 4a2 24 8as 
2BC BC 
2 4D+2BC=0 ÓD =— — mk —_— Ús 
24 Á 
E > T r 
+A AX<+ o 
24 eN 8a3 1604 r 
: =— a mn Y 
ta ta ras 
y substituyendo en la serie será 
a EE ¿E 6 
Va—a= ha —+ P 


za bas + as 


de aqui resultan dos series, 
mando los 


el radical 


uitan una tomando los signos superiores y otra to- 
inferiores; lo que en efecto debia verificarse 4 causa de que 


debe tener dos valores; más para desenvolver esta clase de 


b 
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funciones, y aun las quebradas cuyo denominador consta de potos tér- 
minos, el método mas elegante y sencillo es el de que usa Neuton; para 
lo qual sacaremos ante todas cosas, por las mismas: series, la fórmula 
conocida con el nombre de binomio de.Neuton. - 

453 En el Algebra hemos manifestado la forma que tenia la expre- 
sion (ax)! quando n era un número entero positivo ; ahora vamos á 
manifestar que el desarrollo es €l mismo para quando es negativo ó 
quebrado. a ; A : 

Por lo que supondremos que se nos dé la funcion (a-+)" 
donde r sea un número entero d quebrado, ya sea positivo ya negativo, 

Supongamos primero que el exponente 7 sea un número entero que 
representaremos por n, y será la funcion que se trata de desenvolver 
(a=-x)"5 como esta funcion no envuelve radicales ni exponentes fraccio- 
narios, tendremos que en su desarrollo tampoco los habrá [443]; como 
si se hace a=0 la funcion se convierte en a%, se ve que ha de tener el 
desarrollo un término iudependiente de x; lo que tambien manifesta 
que no puede haber términos donde la x se halle en el denominador, 


1 
pues si hubiese un término de esta forma ms 
Xx 


haciendo x=o0 resultaria el desarrollo infinito ; y como deberia ser este 
desarrollo igual con la funcion en este mismo caso, y sucede que la fun- 
cion es a”, se deduce que no puede haber términos donde la x se halle 
con exponentes negativos d en el denominador ; luego todos los expo- 
nentes serán positivos; y por lo mismo todos los términos del desarollo 
estarán comprendidos en Ja serie indefinida 
: A+Bx+Cx24Dx3+-Ex4+Fx5+Gx6+«c. ; 
en la qual sabemos que 4==a7, porque es en lo que se convierte la fun- 
cion quando x==0; y así haremos (a+x)"=4+Bx+-Cx24Dx34- «e. ; 
por la misma razon será la funcion semejante 

(a+ y) =4+ByCy24Dy3+«o.; 
donde se ve que los coeficientes 4,B,C,D,8c. son independientes de las 
variables; y como las funciones convienen en todo, menos en la va- 
riable, deberán ser iguales en uno y otro desarrollo; y por lo mismo 
se han señalado con unas mismas letras. 


£ =u aun 
Haciendo ahora ¿ “PLA (d+ Su 
r a+ e, (0) tendremos (a+y)i=21 
HEN w=4A+Bx4Cx24Dx34-Ex4+4c. 

or consiguien : 6 
yr prue A ie (6) 
O esta equacion de la antecedente , y haciendo lo mismo con 
as a), 


se tendrá Y W—=2"=B(1y)+Ca2—y2)4-D(a3—y3)+ E(x4—y4) €e, 


tas IP ama 
PAra 


u 
dividiendo ahora por esta última su antecedente será 
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pre Bay) Cay) + D(23—y3) E (04—y 0H) + 8o. 
ago x— | | 
Pero haciendo la division en el primer miembro [ 1. 186 ] resulta 
WN — 14 Ut — 24 UN 32 UM AZ ER o NT 
y como por otra parte todos los términos del segundo miembro de esta 
equacion se pueden dividir por x—y, resulta que haciendo las opera- 
ciones indicadas en la equacion anterior tendremos 
In 2 3 IZ BA Cay) D(a2+ay+y2)+8c. 
Haciendo ahora x=y , como resulta tambien de las equaciones (a) 
que u=x, todos los términos del primer miembro se reducen 4 ua—1; 
y como hay 1—1 términos en que se halla w, pues se debe hallar con 
todos los exponentes inferiores á n—1, y ademas hay uno donde no se 
halla la u,habrá n términos iguales con u%—1; y tendremos que esta equa- 
cion se convertirá ennu—I=B+42Cx+3Dx2+4Bx3+5Fx44-66x5+ ác, 
Pero en virtud de las equaciones (a), (€), se tiene 
2 nur (AA Bx+Cx?+Dx3+<c.) 


nut—Iz= —= > 


u a+x 
(A+ Bx+Cx2+Dx34-Ex4+«c.) 


a+x 


luego =B+2Cx+3Dx2+-4Ex3+ Gc.; 
y quitando el denominador resultará 
(Ar Bx+Cx2+Dx3+Ex4+.)=(a+x)(B4-2C04-3.Dx?+-4.x3+-€.) 
6 haciendo las operaciones será 
nA+nBx+nCx2+nDx34-c.=aB 4200 x 4-30 Da2+40.Ex3+«e. 
+ Bu +2Cx2 +3Dx3 +6c. 
Tgualando los coeficientes de los términos homólogos será aB—n.4=nab 


pues sabíamos desde luego que el primer término era a%, 
n : 
de donde B=——=nas—1; ' 
a 
2 4C+B=nB 6 2C=nB=B=(n—1)B=n(n—1 Jai—=", 
e A a Y 
2 a 2 l n(n—1 
3aD+2C=nC 6 3aD=nC—2C=(1—2)C0=(8—2)x=— an—2, 
n(n—1)(n—2) 
a 


6 D= 


408 +3D=nD 6 ¿a E=2D—3D=(n—3)D== pat 


PY Re Ll 
O a 
2X3X4 


gaF+4E=nE, 6 saF=nE—4E=(n-4)E=... 


a A 
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ni 04) 


dia Tiza an—A; 
2X3X4 


Y SENO : ES 
aa ri ay 


4 


os [er obs saposer enl 


- 2X3X4X5 : 
luego substituyendo estos valores en la serie primitiva tendremos 
n(n—1) nín—1)m—2 
al PR Y mil ATI dt 
2 2X3 
nín—1)Jnm—2)m— ES nia—1)lnm—2)1—3 M[1—4) - 3 
2X3X4 2X34X5 .- 
454 Sea ahora el exponente 7 UN quebrado que le expresaremos por 
ze; y tendremos la expresion (a+x) 7, que como es igual ¿ WV (A+x)0, 
mos” Hi A "e DA 
y hemos dicho que á la expresion (a-+x)" le podemos dar esta forma 
A+ Bx+Ci24-Da3+6rc. será (a+ 09=V dBat Cx2+Dx3+4«c.; 


(aex)o=at nar tae 


pero sea qual fuere la expresion, 4+Bx-+Cx?+8to. como 7 es un nú- 
mero entero se tratará de extraer esta raiz de 4+Bx4 Cx?%4-Dx3+Gto, 
y como al extraer una raiz [ 1. 303], sea exácta ó aproximada , 
siempre se extrac la del primer término, y despues se divide lo que 
sigue por el exponente de la raiz, multiplicado por una potencia de 
la raiz hallada, inferior en una unidad á la raiz quese va extra- 
yendo : se sigue que como debaxo del radical la x no tiene exponen=- 
tes fracek ¡HArlosy tampoco los +endrá e]n la serie. que exprese el desar-- 
rolió; or otra parte, como haciendo x=o. la equacion se convierte en 
n m 
am=| Y A, se sigue que en el desarrollo ha de haber un término cons- 
tante ó independiente de x; y que por esta misma razon no puede haber 
término donde la variable se halle con exponente negativo, d esté en el 


denominador; porque entonces quando x=o deberia ser la expresion 


n m Y 
infinita, y aquí se ha visto que es a” ó VA ; luego el desarrullo de 
; m PERDER 
la expresion 1 A+Bx+Cx2+D133+Ex4+G«c. 
no podrá menos de estar comprendido en la forma 
P : n 
AB O 24D! x3+bc., Ó en la forma a+ B'x+C 'x24D'x3 +60, 5 
: ) n n 
luego se tendrá (a-+a)M=aM+B'x4-C'324-D'x34-E* x4+Gc, (a); 
y por lo mismo será la función semejante 
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n n pom da : 
(ay)= (M=AYAB y AC yo D ys HE y4+ 80. (6” ), 
donde los coeficientes B”,C”,D”,8c. son los mismos que en la (0 ) por 
las razones dadas en el caso anterior; haciendo alíora 
1 1 nn ”n 


(a+x)M=u, (ay) 0x2 (y”) resultará (da) un; (ata) 


restando estas dos expresiones se tendrá UN—¿N= dass y 
n Ñ : 


a Bl 00D 8 —am—B! y— ar DY AR) 
(:—y)+C(a2y2)W-D" (Sy) Pe. (€ y 
Elevando á la potencia m las equaciones (y”) será A EY =2%, 
y restándolas ahora será UNM—2¿M=G-+xX—4—Y=X—Y 3 


luego si timos la (€ ) por esta resultará. E SM 
UPA : Asarco lr e 
A E E x—y 3 


pero [L. 186] WM uu) (E RAS iS 


y (um—zm (ue) (un HUM 28 gm, 
luego si substituimos éstos yalores en la equacion anterior se: tendrá 
Bbeml (U—2 UI US 2 01) 


(U—2 UM14 UMA—2741M—3 224... MI) 
B(x—y)+C(12—y+4E(33y3)Gc. 

A | 

y como tambien todos los térmitus del cognndo miembro son divisibles 


por x—y, resulta que si hacemos la division y stpriminios en el primer 
UM —14-YN— 2 ZA UU 2 A 


. 
e 


miembro el factor u—z, será 


UM 14 M2 MBA, MI 

+ Ay) D (ate y ty 2) 4 E (23+0%y +xy24-y3) bo, (m"). 
e haciendo a=y, eomo tambien en este supuesto resulta u=x (por- 
que entonces las equaciones (3”) dan ul=22, y extrayendo la raiz n 
se tiene u==x) tendreníos que todos los términos del numerador se con- 
vertirán en u2-=1, y los del denominador en uM—1; y como en el pri- 
mero habrá » términos por lo dicho en el caso anterior, y en el se- 


gundo 72, tendremos que el primer miembro se convertirá en 
nun—1 nun —ty nun— 1-51 nur 


— 
—— 


— ota 
o e e 


Dunm—1 meb—14. MUe—141 mun 
y como el pegan se convierte en B'+2C'x4+30'3244E'x346c. 


ya 
resultará = = LP 2244 E/93-+8c, ), 
1 
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ó multiplicando ambos miembros por u? se tendrá 
== =uMB'+20'443D'x24-4E'x3+Go.) (1). nó | 
Substituyendo ahora en esta equacion en vez de un y u"! sus valores. 
n A ; 
(aa) ó am Bl a-+C/a24-D'x38+6to. y (a+-x), se tendrá despues de 


n 
n 


E Ñ on n 
executar las operaciones MÁ Bla Ola D ab Uti= 
mn mM 1N m 
ab PESCA +30D'x2+4a E 184€. 
+Blo +20'x2 +3D'x33 +«c. 


que igualando los coeficientes de los términos homólogos se tendrá 


: n 
EN mr n 
n n am n ——] 
aBl'=— a”, lo que da B'= — Xx —= me 5 
m m a 
E 
AED —= 86 20C'= -B— BES "pre S 
m 
”n 
nn AÑ 
— —-—1) um a 
mXm me _— 
de donde C'= = : 
e ca n 
E 
3aD aC 6 DECO A == e a > 
m m 2 
n yn n 
O 
moXNin m ——2 n 
de donde D'= an 4aE'+3D'=— D', 
2X3 
ny,n n 
EG 
n n mxXm m == 
6 401 =—D'—3D'=( ——3)D'= — — Y —————— 4 e 
mi m m 2X3 
n n 
EEE 
1 q mXm m rd 
2X3X4 
y substituyendo estos valores en la equacion (a”) tendremos 
n ,.n 
o 
(a +%)"=4M4. pe y am — eE ca 


m 2 


a - 
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ny ) n 125% Nyno! n p5 
E E O 
mXm m as mNXm MATUS a AA 

- —am —x44Cde, 


(AA áÁ —— q M x3+p 
2X3 : 2X3X4 | 
fórmula que tiene la misma forma que la anterior, solo que aqui el ex- 


Ms : 
ponente es quebrado, y está representado por —, quando alli lo estaba 
12 : 


solo por»; esta fórmula comprende á la otra haciendo en ella m=1. 
455 Supongamos ahora que el exponente r esté representado por la 


. n > 
fraccion — E esto es, por un número negativo, ya sea entero ya que- 


- n y! Ñ y ' . y Ñ . . ) 
brado, pues en — — está comprendido el entero negativo siempre que se 
: m 


n 
haga m=1, y tendremos que la expresion será (a+x) mM; i 
y como toda cantidad cuyo exponente es negativo debe hallarse en el 


denominador, con el mismo exponente positivo, será 


2 
] o 3 1 
(ara) n= 184541 — | — 


A] 


(a+x)m o am Bl O 24D 34 E'x4+4 bc. 
y como en el desarrollo de esta funcion no debe haber ningun expo- 
nente negativo ni fraccionario, y debe haber un término indepen= 
a y : 1d 3 
T «o. 
ie T— =a "; tendremos que el desarrollo del se- 
diente de x que es “7 5 q 


qm 
gundo miembro estará comprendido en la expresion siguiente 
n 


AUSB 40 024 D 334 bc. óenlaa "+B"x+C"x24-D"x3+6t0.5 
Ñ n n 
luego será (a+x) "=a m4 B"x+C"224D"x346c. (01). 
Por las mismas razones será la funcion semejante 
n 1 
(Uy) Ta By O yo DS E y taco. (67), 
giendo B”.CGc, los mismos que los de la anterior (a); haciendo 
I 1 
ahora (a-+x) "=u, (a+y) "=x (y) resultará elevando á la potencia 
m que a+x=u2, a+y=2 (9), 
y dividiendo la unidad por ambos miembros y elevando á la potencia 
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a ñ 


y, Bo) Tmi=u—2 (a+ y) "=21 


que restadas dan (a+x) mary) MY ZN 
Bay) Ce ya) AD sa 48 (+ (5). 
Executando lo mismo con las (3””) será 7 RARA 
y dividiendo la equacion (s””) por.esta resultará 

UM Z TN pe sl fer Li E”: (a2—y2)+D" Y GT ME” (a4—y 2) 


um—zM AY. P ml 
ls 
B"4C" Ds (e+r2yra92+ 33) +80 
1 1 
> ms. ss. 
.s E un z0 
Pero el primer miembro de esta equacion es igual con = 
UyM—¿M 
q 7 
un za ZN—UYN: 2.8 UN—ZA 1 UN —= ZN 
PP . AAÁ ZAR Por AAA Xx Ns, ] 
un —zm apa uz UMZM) una ymqm? 


1 UNEN 
y como haciendo z=u la expresion; 


ti convierte , “como antes, 


nun—1I a >: rol UN—z" 
en ed jerá en y este o ——x - AR 
mum—1 : o UZ UPZO NM 
Pato nun —1 1 nun nr. ul —22 n u—* 
.S X == — —X HA E a a o 
una munm—1 y2n mun m. uy» m yn 


y como en este mismo caso es x=y, y el segundo miembro se con- 
vierte en B“+20“x43D"x2+4E"x3+5F""x4+6c. 


n u—" 
resultará — —x — =B"+20"x43D"4%244E"x345F""x4+ Ge. 
m . un 


ó quitando el divisor u” será 


n., 
RO pr isa Se, d+ 8c.) 


N)II5907 


” 
$ poniendo en vez de u—" y u”'sus valores (a+x)  ", 0-+x, se tendrá 


n 
e aa) > la NA o E e) 


equación que diferenciándose de la:del caso anterior solo en el signo 
E Tomo 11. Parte ll, 
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v n y 
del exponente — — dará para B.C,D”, Elótrcs 
los mismos valores que se sacaron para B”,C”,D',E"€c. . 


n 
solo que se deberán mudar en estos los signos al —5 luego queda pro- 


bado en general que siendo » un número qualquiera entero, quebrado, 


positivo ó negativo, será la funcion 


AO Eta. secta 3 rr—ilO—2) 
(a+x) 4 +ra —Ix+ ar — 22 3 NBA 
2 2X3. 


—__—- "—5u5+Uo. 


r—n rar AFANES 1 (r—2)( pr 3 4 y 
XA a 23 AND 


456 Esta forma no es la mas sencilla en la práctica, y así la pondre- : 


mos baxo otro aspecto; para lo qual como a tiene por exponente en to- 


dos los términos menos en el primero una parte negativa, la. pasaremos . 


al denominador con dicho exponente positivo, y resultará que 
(PI )] 12 x3 
(>), 2 


x r(r—1) x2 
a? e > 


(a+x)"=at+rarx— + x— + 
: a A 1X2X3 as 
rre ra) 4 rra r—30— 205 
O al a GC EIA 


1X2X3X4 Qs : 1X2X3X4X5 as 
donde se advierte que esta es una serie yecurrente, en que un término 
qualquiera se compone del antecedente multiplicado por el quociente del 


segundo término del binomio partido por. el primero, y: multiplicado tam=> 


- bien por el exponente de la: potencia menos tantas unidades como térmt- 
nos hay antes de él menos uno , y partido por el número de términos 


: > | 
que hay antes; así, el segundo término ra” —equivale al primero mul- 
| aii CA 


tiplicado por el quociente——:de la segunda parte partida por la «pri- 
a 


mera, y multiplicado tambien por Y, (esto es, por el exponente de la 
potencia sin quitarle nada, porque delante del primer término no hay 
ninguno ) partido por 1 que son los términos que hay antes; de modo 
que llamando 4 al primer término 4”, resultará que el segundo término 


x 4 
será igual con 7-4 — ; el tercer término se compone del segundo mul- 
a 


tiplicado por dicho quociente y por A de modo que llamando B al 
2- | 


AS TE 
segundo término, el tercero será —- B —; y llamando C al tercero, 
| [522,9 aobikisarili 
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; | hdd -9—2 
- Dal quarto, Eal quinto $. tendremos que D= 


x 
C —;el quinto 
a 


DL, tc; de modo que la forma mas sencilla para la prác- 
a 


tica de la fórmula del binomio, es la siguiente 
0 ri Y a E DE E da DG 
(4-0 ma +14 — + == B + — O — Der O, 
E EP, Si DI 4 a | 
llamando 4,B,C,D,%c. al 1.%,2.%,3.,4.0,61c. términos de la serie; ó 


haciendo la primera parte a=P, y el quociente--= Q, de donde 
a 


sale e=aQ=PO: 


AR r—2 r—3 
será (P4PQy=P!+r4 Q+ E. BQ+ pr CQ+ 


DQ-+G“c. 
Conviene que los principiantes se acostumbren á conservar y á po- 
ner en execucion la regla; y así, supongamos que se quiera extraer la 
raiz quadrada de a2—x?, y tendremos que desenvolver la expresion 


-A/a2—x*; y como para extraer una raiz se ha de partir el exponente de 


Td IR En 
la cantidad por el del radical, resultará 4/a2—22=(a2—a2) ? ; 
luego no habrá mas que desenvolver esta funcion ó bien por la fórmula $ 
por la regla; pero tanto una como otra nos dice que debemos elevar la 
primera parte a2 á la potencia 3; luego tendremos que el primer tér- 


mino será (az)? == p ===4; aqui conviene presentar el primer tér- 
mino baxo el aspecto mas sencillo; ahora, como el segundo término 
se ha de componer del anterior multiplicado por el exponente de la 
potencia y por el quociente de la segunda parte partida por la primera, 


a j —x2 x2 
dicho segundo término será 2."=3xtax—— == 
qa 24 


Como el tercer término se compone del segundo multiplicado por el 
exponente menos una unidad partido por 2, y multiplicado por dicho quo- 


m0 0) —1 ya 2 —+ E x4 x4 
A e O al O ACES: 


Como el quarto término se compone del tercero multiplicado por el 
exponente menos dos unidades partido por 3, y por dicho quociente, 


oi Y xb4  —x2 —i 6 x6 
1 4 3 Es Ba3 ar 3 8a$ E 1645 


Del mismo modo tendremos el 
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A A AAA pra > AA A a =P —_—_— ; 
3 4 + . tu6as a2 4 1647 12807” 
o A e MOLI NE ca 
[A A =E 7 yc. 
5 12847 a. E 12809 . 25609 + 

por lo que: ps 

a Le e o. xq2 xá 6 > 8 a ro 
V ar —x2=(a%—a?) == HI FET E ERE z 2 jo. 


24 Bas + 1643 12802 * 25649 
lo. mismo que antes [452] | 


457 Aunque á cada término se ha necesitado dar algunas transfor- 
maciones paraque se tenga el resultado mas sencillo de- la serie, no 
obstante en habiendo adquirido cierta práctica, todas las transforma- 
ciones se hacen de una vez; y así, es indispensable que los principiantes: 
se adiestren tanto en esto, que de memoria vayan haciendo el cálculo 
y poniendo los términos correspondientes; por eso les. pondremos un 
exemplo. con los. mismos raciocinios que deben hacer. | 


Exemplo 1.% Sea ahora la expresion 4/4%-+x2 que es igual (ara), 
el primer término será por consiguiente a? elevado á 7 que equivale 
á ==a ; luego el primer término es ==a ; ahora, para hallar un término 
qualquiera siempre se tiene que contar con tres factores; uno es el tér- 
mino antecedente, otro el exponente con la modificacion que dice la regla, 
y el otro el quociente de la segunda parte dividida por la primera; y así, 
se procederá primero á los signos y diremos: al exponente aqui no se 

“necesita quitarle ninguna unidad, y por consiguiente llevará el signo+->, 
este signo multiplicado por el + Jel término anterior da; y como el 


aq: 
signo del quociente — de la segunda parte dividida por la primera , 


tambien es +, tendré que como + por =E da +, el signo del segundo 
término será +; ahora debo multiplicar 4 que es el exponente por los 
coeficientes del término anterior y del quociente, y como estos no.tienen 
coeficientes , resulta que el coeficiente del segundo. término. es $5 con 


» . . » . . x2 
lo que solo. me falta multiplicar el término anterior quees a: por —5 
a 


y como la a por qué se ha de multiplicar se puede suprimir con una a de 
las del denominador del quociente, se sigue que dicho 2. término es 
x2 
+1it—, 

a 
Para hallar el tercero lo primero á que se: debe atender es á los sig- 
nos; y así veremos el signo que nos da el exponente; aqui al expo- 
nente 4 le debemos quitar una unidad, y se convierte por consiguiente 
en —4; y como se ha de partir por 2 resulta que el factor que proviene 
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del exponente es —F; luego, un. signo — se debe multiplicar por un * 
signo + del término anterior, y por un + del quociente, y por lo. mis- 
mo el tercer término tendrá el signo ==; en punto á los coeficientes, 
como el quociente no tiene ninguno, solo habrá que multiplicar por el 
del CPUs ra que dará q Xx 2=$5 y Megando á las Ssatga 


x4- 
como -— por — da —, resulta que el tercer término será =Í—- 
a a? a3 as 


Para hallar el quarto, como al exponente se le deben quitar dos uni- 
dades y partir por 3, resulta que 3 menos 2 unidades ó $ quedan en —3, 
que partido por 3 es —%;3 luego en punto á signos tendremos que mul- 
tiplicar el signo — de este factor por el signo == del término anterior, 
que da +, y luego multiplicando por el signo + del quociente tendre- 
mos que el signo será E; en punto á coeficientes + por $ coeficiente del 


? 


x4 
término anterior da 27, y finalmente multiplicando el término an- 
Q 


] : x2 a >" 
terior por el quociente — resulta que el quarto término es pS e 
a -— 16. 24 
Para hallar el quinto tendremos que quitar g unidades al exponente 
y dividir por 4, luego será ¿—3=4—Í=>—%, que dividiendo por 4 
da —£; ahora, este signo — por el t del término anterior da E, y 
vuelto á multiplicar por el + del quociente, resulta 5 $ por 27 da 
; L” xó 2 : 2x8 
1293 Y por último — por — da para el 5.2 término 737 a Ke. 
: 0. :0S a az 
AREO Z ¿ J 2 x4 6 3 
luego Y a2+x2=(a2+ 12) 201 47 +33 Xx —«C. 
a3 az 
Estos raciocinios son los que deben hacer los principiantes para resol- 
ver los exemplos siguientes; más por si acaso padecen equivocacion se 
les pondrán aqui otros exemplos en que esté el cálculo de cada término, 


paraque puedan consultarle y averiguar donde han padecido la equi- 
vocacion. ] ES 


es 3 . E y 
Sea la expresion Y as+105=(a5-+x5) Ey tendremos : 


Términos. 

I S 3 — 
1.2 (as) =ad=y as 

3= 2x5 as PTA E 
A px Vas x ds ps - — ANS — XA 

au V alí 

- ARA La n. a x5 
3 Aix : NS n= cd 


V alo G 3 alo 3a3 
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1 5 5 dat 10 
1) Y Xx x 10 
4 6D, AZ AX z A! 5 
-— 2 a 
3gasy/a zabya  gawya 
4 A q acto 5 —* 15 5015 
. Co — == = 5 
3 gay a 3 galiya Bala 
Li 15 5 3 20 :20 
A gx Xx 3 5x IOX 
he e Sie FL 7 X —— — X UE 7) 


x3 aro sa IS 10x29 
3aaya gala 8ralBiya 24304 


( q $ _——— 
Si la expresion fuese 4/a2x3x5, con el fin de que en el quociente 
xs 


pre haya que hacer A le daremos esta forma 


Y 434202) =[19(a2—22)] Eatiaman! 2/58) v3x(q3—a2)S ; 


—— 


y desenvolviendo (a2—a2)$ peplpadA gr último 


ARK x2 2 x4 

Vaai=y six(0a2) VA 
6 6 av a3 3 ai 

e lS aev, 

] 25 asas 

Ss e $ 

Sas y2 3 Xx 3 
W a2x3 us Bm zp —— nd ES ——Ge, 
a ad 125 05 a3 


Sea ahora la expresion —— ; como esta esigual 4 
a—x 


1(a—x)—I=(4—x)—1, tendremos: 


Términos 
1 
qye oia .— ema 
a 
> 1 x x 
a a ar? 


> 


— Y ca ] Xx x ? 2 a» xa 
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E A 3 23 x3 
4. ———=x —X— == —Ñ— X= Tm —, 
3 as a 3 a4 a4 
—1I—=3 33 —=x  —£ x4 x4 
cd X —X — == —X =— == 
4 a4 4 4 as as 
1 1 x 2x2 x3 sd . 
luego = — + — + — + — +Gc. como antes. 
a—x a a? as as 


458 Por este método: puede uno sacar aproximadamente- la raiz de 
los números; para lo qual no hay mas que descomponer el número pro- 
puesto en dos sumandos , en que el uno sea una potencia del grado que 
se va 4 extraer, ó en la diferencia de dos números de los quales el mi- 
nuendo sea una potencia, y tener cuidado de que la potencia siempre 
sea mayor que la resta y la mayor posible. Sea primero la raiz quadrada 
de 3 la que se quiere extraer; el 3 se ve que equivale 4 1+2 en que 1 
es quadrado ; pero como entonces el 2 es mayor que el 1 la serie seria 


divergente; y así, se descompondráen 4—1 y será Y 3=Y 4—1=(4— E : 


Términos 


1.2 (4) ES 


ae. —I1 1 
2... —X2X— —=>— — 9 
2 4 + 
e 1 = —1 A YT 
3 X= — X= = —X— == x= == -— 
2 4 2 16 4 16 64” 
Lg —=1 —1 —3 1 l, 21 : 
A ZA == iD WU ÚS — , e. 
364 4 3 256» 2.256 512 
luego 3=Y 4—1=2— ar o —Ec. 
4 64 512 


ó reduciendo á decimales seráy/ 3=2—0,267578—=1,732422, 
Cxácta hasta los tres primeros guarismos decimales. 
459 Quando la cantidad que se trata de eleyar á potencias es un tri- 
homio, entonces se toma por primera parte un término, y por segunda 
05 Otros dos; y si fuese quadrinomio el primer término por primera 
Parte , Y*todos los demas por segunda; y como luego quedarán poten- 
“las indicadas de binomios ó de trinomios, se necesita despues dar cier- 
tas transformaciones para tener el resultado baxo el aspecto mas sen- 
cillo, Para evitar esto, indaguemos el método de elevar un polinomio 
ds á una potencia también qualquiera ; para lo qual suponga- 
3 que se quiere elevar á la potencia + el polinomio : 
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ar-birci2+da3+ «e. 
en virtud de las reflexiones hechas [$ 443 ] haremos | 
(a+ba+cad+adxS+...)"= 4 +Bx-Ca24Das+«c. (a) 
Por la misma razon su funcion semejante 


(a+ by+cy2+dy3+...= d+ By+Cy24Dy3+“c. (b);5 


5 a+bx+ex24+dx3+..:=Uu 
haciendo a id (0) 


y (arha+cx?+dx3+...)"=u" 
Serena PEE (d) 

y restando la segunda de estas de la primera , tendremos 
ura =(a+ba+cart+dadar... (at byacy dy 3.» "= 
Bla—y)-+O—y2) +D(03 33) E(ui—y1)+80(o), 

y haciendo lo mismo con las (c) será | 
u—a=h(a—y) e u2—y2) + d(13—y3) +e(14—y4) Ho, ( a 

y dividiendo una por otra resultará e Si 
ur —zf B(x—y)+C(a2—y2)D(03—y3)+E(04—y4)+€c. ú y 
PEA Day) e (a2—y2)+d(93—y3)-+we(x4—y4) Ke. : , 
pero como u?—z" es divisible por u—x, y da por quociente 
wW—14-U— 224473224 0...27 1, 
y ademas los dos términos del quebrado que componen el segundo miem- 


bro, son divisibles por x—y, resulta que haciendo la division, la equa- 
cion se convertirá en 4 —14u7 2447 3224-4234... 61 
B+C(x+y)rD(x2+xy+y>)+4c. (h) 
Dres y)d(a2+xy+y?)+4c. 
Ahora, si hacemos «=y, como en este caso resulta tambien u=x, esta 
S > B+2Cx43D12+4Ex8+«C:, 
equacion se conyerti e ———_—_—_——— (3). 
bryzca+3dal+4ex34 4. 
ru r(a+bx+cx?+dx3+6c.)" 
y como ru —I= — = UI (4). 
17 arbxatxl+dx3u... 


r(4+B a+Cx24 Dx34-«e.) 
Tareas y 
AA r( A+ Bx+Ci24Dra3+ Qe.) ye B+2Cx+ Da palos] 1 ts 
a+rbx+cx2+dx3+4c. b+2cx+3dx?+ exi ic. 


$ quitando los denominadores tendremos 
A+ Bx+Cx24Dx348c.)(btacx+ 3d 4ex3+c.)=.us»» 
(B42Cx+3Dx2+4Ex348c0la+bi+rciadad+Gc.) 
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$ executando las multiplicaciones indicadas, resultará 
rbáA+rbBx+rbCx2+rb.Dx86%, aB-+20Cx434Dx?%+ 40 Ex3+8co 

+2cdr+zrcB +2rcC 8. (o + bB+2bC. +3bD +c. 
+3rdd+3rdBác. (0 +cB +20 C*+6c. 
+4reAke. ) +dB +%c. 
é igualando los coeficientes de las potencias homólogas de x, tendre- 
mos haciendo desde luego las reducciones donde hay r 
abBu=rb4, 
20C=(r—1i)bBrercA, 
gaD=(r—2)bC+(21—1)cB+3rd4, 
40 E=(r—3)D+(21—2)c0+(3r—1)dB=4er4 , 
saF=(r—4)PE+(2r—3)cD+(3r—2)dC+(4r—1)eB+5rfH , 
- cuya ley se podria traducir en regla; donde se ye que todos los coefi- 
“cientes B,C,D, «Kc. quedarán determinados luego.que 4 sea conocido; 
pero como el primer término 4 expresa el valor del desarrollo quando 
a=0, y aquí la funcion propuesta (a+bx+cx24-«c.)” se convierte en 
este caso en a”, se tendrá 4=a". Substituyendo este valor en las equa- 
ciones anteriores, despejando los coeficientes B,C,D,E.«c. y substitu- 
yéndolos en la serie presupuesta, resulta por último que 
(a+bxrca24dx34bc. A 
| 1X2 
—+ra? —Ic 


- A a dd rro) a 


ó "—ADAXGÁcoroooo 
1X2X3 1X2X3X4 ; 


r(r—1 rr—iMr— 
+ SAL: ego E AU AN 
1XI 1X2X1 
r(r—1) 
+ 70—1d + ———ar—2bd 
1XI 7 
r(r— A 
1X2 
+rar—1e 
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r— ira) 3 Mr R4) 00 ao las e t 
Eh RO e ar— SS xx, . ¿ 
1X2X3X4X5 risa : 
A O DS Praia dl 
FXEXIXI 
rir—1lr—2 pl A 01 ula 
E ¿Dor ayi onoul abeab obroiosú «onu 
1X2XI A adn 


ja 


r(r—1 )(r—2 
+ lap X —— ar —3he2- 


1X1X2. | , 
UT tó e tad AA eododo 
¿1 e 
za A A ata 
1XI 3 0157 
+ rar 1f > hs 
Moivre fue el primero que presentó la fórmula precedente. é hizo ne- 
tar la ley con que se forma cada uno de sus términos; pero como no ten- 
dremos ocasion de emplearla freqúientemente, no nos detendremos mas: 
sobre este punto. Solo observaremos que no. hay funciones algebráicas 
que no se puedan desenvolver en serie por medio de las. fórmulas an- 
teriores; porque las mas generales no podrian ser sino combinaciones 
de monomios Ú de polinowmios elevados ú potencias positivas 6 negati- 
vas, enteras d fraccionarias. - (A M1 
Quando en el polinomio á que se haya de hacer aplicacion falte algun 
término, entonces el coeficiente del homólogo de (a+ba-+cx2+«ec. )? 
se haria igual con cero; así es que si se tratase de elevar ú la tercera 
potencia la cantidad ga+5x347x05, 
haríamos en la fórmula a=0,b:=7.d==5,e=0.f=7, y =3- 
Y sino hubiese variable'emtonces se haria a=1 , y se tonarian tantas 
letras a,b,ebcc. de la expresion a+bx-+-cx24Gc. 
como términos hubiese , y se igualaria cada una con su término cor- 


respondiente. . 


De la sumacion de las series y de su método inverso. 


460 Quando se tiene una funcion desenvuelta en serie, se desea te- 
ner otra funcion que exprese uno qualquiera de sus términos indepen=. 
diente de los que le precedan 6 sigan; á la qual se le da el nombre de 
término general de la serie; porque en él deben estar contenidos todos 
los demas; y como su valor depende del lugar que ocupa dicho término 
en la serie, se dice que término general de una serie es una funcion del 
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múmero n de términos”, tal' que substituyendo por n un número qual- 
quiera resulta el término que en la'serie ocupa el lugar expresado por 
dicho número. Tambien ocurre el qnerer encontrar otra funcion que ex- 
prese la suma de un número qualquiera de términos, 4 la qual se le da 
el nombre de término sumatorio; y como este debe depender del nú- 
mero delós términos, se dice que término sumatorio de una serie es una 
funcion dew tal que subsbituyendo por n.unnúmero qualquiera, resulte 
ta suma de tantos términos como unidades tenia D. gr 

Empezaremos por las series de los números figurados , que son aque- 
llas en que las unidades de cada uno de sus términos se pueden disponer 


de manera que representen una figura de geometría. 
00 Se-han considerado enla Aritmética (dice Pascal) los números de 
» diferentes progresiones, y se han considerado tambien los de las 
»» diferentes potencias; pero no se han exáminado bastante aquellos de 
» que voy á tratar, aunque son de un grande uso; y aun ellos no tie- 
» nen nombre, por lo que me he visto precisado ú imponérsele; y como 
» ya estan en uso los de progresion, grado y potenciá, me sirvo del de 
» órdenes. 2 4 02-20beÍ: nu al : 
“o Porlo que Mamo iiémeros del primer órden 4 las simples unidades, 
02 dabaloias RANA TE ¡Sres .. 
Números de ségundo drden á los naturales que se forman por la adi- 
cion de los simples, 1,2,3,4,5,6,7,8,9:6cC. 
Námeros de tercer órden ú los que se forman por la adicion de los 
naturales que se laman triangulares , 1; 3,6,10,15,21,28, 36,«c. 
- Números del, quarto órden aquellos que se forman por la adicion de 
los triangulares y que se llaman piramidales, 1,4,10,20:35,56,84:40. 
Números del quinto drden ú los que se forman por la adicion de los 
precedentes, 4 los que no se les ha dado nombre expreso , y que se po- 
drian llamar triángulo-triangulares, 1,5,15+35:70,126,210,4c. 
Números del sexto, del séptimo, del octavo, Gc. órden £aquellos que 
se forman por la adición de los precedentes, - ; 
1,6,21,56,8c.5 1,7,28,84,%c. 5, 149,36,1 20,80. y así al infinito. 
Pascal se refiere despues al triángulo aritmético para explicar esta teoría. 
461 Como las unidades de los números del tercer órden se pueden 
colocar en forma de tirángulo equilátero, y los del quarto cn forma 
de pirámide triangular , se-les dió por extension; á todas estas series, de 
números el nombre de'series de números figurados. Pero los números 
triangulares resultan de sumar lós términos de una progresión aritiné- 
tica, cuyo primer término es 1 yla razon 1; y como las unidades de lus 
números que resulten de sumar los términos de una progresion aritmé- 
tica cuyo primer término es 1, y la razon 2, Se podrán disponer en for- 
ma de quadrado; y las de los formados semejantemente por la suma de 
los términos de otra progresion, cuyo ptimer término fuese 1 y la ra- 
zon 3, se podrán disponer en forma de pentágonos regulares; y en; ge- 


1) 
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neral laz de los formados por la suma de los términos de una progre- 
sion cuyo primer término es la unidad y la razon d, se podrán colocar 
de manera que formasen un polígono regular de d+-2 lados, se les ha 
dado á todas estas series de números los nombres de números pol?gonos. 
Para convencernos de esta verdad, supongamos en primer lugar que 
BAC(fig. 143) sea un triángulo equilátero 5 y si despues de haber pro- 
longado indefinidamente dos delos lados AB,AG de este triángulo, 
se lleva sobre el uno de ellos AM la longitud AB, un número de veces 
indefinido tal como; y despues por los puntos de division se tiran pa- 
ralelas á BC, cada una de estas paralelas será la base de un nuevo trián- 
gulo equilátero; y los lados de estos triángulos serán respectivamente 
como los números 1,2,3,4,5+...1; de modo que si sobre sus bases se:aplica 
AB tantas veces como se pueda, los extremos de esta, recta señalarán 
sobre estas bases un número de puntos superior enuna unidad al número 
de veces que la recta AB. se puede aplicar á ellas, es decir, dos puntos 
si AB se puede aplicar 4 ella una, vez; tres puntos, si dos; quatro, si 
tres; y en general 1 puntos, si se ha aplicado n—1 veces. De donde se 

sigue que los números de puntos señalados sobre BC,DE,FG,éc.... 
contando con la «unidad por-primer término, formarán: la. progresion 
1,2,3,4:5.."., en la qual n expresará el número de puntos señalados so- 

bre la base indicada por n—1. Pero la suma de esta progresion. .:* 
n( 1-1) -  n(n+L) 1 
1,2,3,4,5-:.M.€8 Se E luego. representa la suma de un nú- 


mero de puntos colocados, como se acaba de decir, sobre la superficie de 
un triángulo equilátero que tenga 1 puntos sobre su lado; de donde re- 
sulta que los números de la serie 1,2, 31495, 64..12 


nn 1) 
13310,10,15,21.00 o 5] 
1x2 
n(n+1) z 3 e JN 
de que — es el término general, se llaman números triangulares; 
x2 


que se da el nombre de lado de un número triangular al número que 
indica quantos puntos hay sobre el lado del triángulo de que este nú- 
mero triangular cuenta los puntos, que 2 por exemplo, es el lado de 3;3 


el de 6;4 el de 10; y en general n el lado de nd 


| | A mid 

462 En segundo lugar, sea ABOH (fig. 144) un quadrado ; y si 
despues de haber prolongadoindefinidamente su diagonal AO, juntamente 
con dos de sus lados contiguos AB,AH, se lleva sobre AN la longitud 
AB un número indefinido de veces 2; despues por los puntos de division 
se conciben tiradas paralelas 4 HO; y por los puntosen que estas para- 
lelas encuentren 4 AO prolongada, paraleJas 4 OB, se formará una serie 


de quadriláteros ABOH,ACPLADGK,AERL,Gc. 
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que serán todos quadrádos, porque la semejanza de los triángulos AHO, 
ALR, por exemplo, da AL:AH::LR:HO::AR:A0;. 
y la semejanza de los ABO,AER da AL:AB: :ER:BO::AR:AO; 
y como estas dos series de razones iguales tienencomun la razon AR ¿AO, 
tendremos AL:AH::LR:HO::AE:AB::ER:BO, ÓRoD . 
es decir, que los quatro lados de la figura ALRE son proporcionales 
con los quatro lados del quadrado ABOH, y por tanto que todos los la- 
dos de: ALRE son iguales entre sí. Ahora, los ángulos de ALRE son to- 
dos quatro rectos, pues Á pertenece ya d un quadrado ABOH, los L,E 
lo son por:ser correspondientes con los'AHO, ABO; y en fin las dos 
partes que componen el ángulo LRE son iguales á las dos. partes que 
componen el ángulo BOH; luego dichos quadriláteros son quadrados, 
Y pues que los lados de estos. quadrados siguen la progresion de los 
- nÚmeros 1,2,3,4»5+..1 , resulta que si sobre los lados de estos quadrados, 
que estan dentro del ángulo GAN, se lleva AB tantas veces como se 
pueda, los extremos de esta recta señalarán sobre cada uno de estos la- 
dos un número de puntos superior en la unidad al número de veces que 
se haya podido aplicar; y si se pone el punto A por primer término de 
los números respectivos de puntos que se encuentren señalados sobre uno 
delos lados de dichos quadrados , estos números de puntos formarán la 
progresion 1,2,3,4,540. ...11, en la: qual 1 representará el número de 
puntos señalados sobre el lado del quadrado expresado por n=... 

En fin, sise reunen los puntos de los dos lados de estos quadrados que 
estan dentro del ángulo GAN), se tendrá para cada uno de estos pares de 
lados:dos veces tantos puntos menos uno como hay sobre uno solo de los 
lados; y la progresion de los puntos sobre estos dos lados juntos con el 
punto Á por primer término , será la de los .NÚMmEroS. 

; Qt isla ¿CTA 

1395979 9-2 201)». 
A 2 

pero la suma de esta progresión es [tirado == Úno =n2,. 

2: 2 
luego 1? representa la suma de los puntos colocados como se acaba de ex= 
plicar sobre la superficie de un quadrado, cuyo lado tiene ¡ puntos; de 
donde resulta que los números de la serie 1,4,9,10,25+...112 
se han llamado números quadrados, y que:se ha dado el nombre de lado 
al número» que indica quantos puntos se encuentran señalados sobre el 
lado del quadrado que contiene en su superficie m2; que en particular se 
ha dado ú 2 el nombre de lado de 43 4 3 el nombre de lado de 9; 44 el 
nombre de lado (e:16, ác. 

463 Sea en tercer lugar ABCDE (fig. 145) un pentágono regular, y si 
despues de haber prolongado indefinidamente sus dos diagonales AC,AD 
juntamente con AB,AE dos de sus lados contiguos, se lleva sobre AY 
la longitud AB, un número de yeces indefinido 2 , desde los pun- 
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tos de division se tiran paralelas á ED, y desde los puntos en que estas 
paralelas encuentren 4 AX, paralelas 4 DC, y en fin desde los púntos 
en que estas segundas paralelas encuentren á AV paralelas 4 CB, se for- 
imará una serie de pentágonos AFGHELAKEMN, APQORS, ATVXY,éo. 
que serán todos regulares por razones análogas d Jas dadas [462]... 
Esto supuesto y si sobre los lados de los pentágonos regulares de esta 
serie, que estan dentro del ángulo TAY se lleva AB, tantas veces como 
se pueda : los extremos de esta recta señalarán sobre cada uno de estos tres 
lados un número de puntos superior en la unidad al número de veces 
que se pueda aplicar 4 ella; y si se pone el punto Á por principio de 
los números respectivos de puntos que se encuentren señalados sobre el 
uno de loslados de dichos pentágonos, estos números de puntos segui» 
rán la progresión de los números 1,2,3,4,5----2, en la que n representa el 
número de puntos señalados sobre el lado del pentágono,, cuyo lado 
equivale d n—1 Veces el AB. Y si se reunen los puntos de-los tres lados 
de estos pentágonos que estan dentro del ángulo TAY , se tendrá sobre 
cada una de estas colecciones de tres lados , tres. veces tantos puntos 
Hienos dos como se encuentren: sobre cada uno de los lados así asocia= 
dos'; puesto que los puntos sobre las prolongaciones de-las diagonales 
AC,AD no se deben contar dos veces, De donde se sigue que: la progre- 
sion de los puntos sobre estas colecciones de á tres lados será la de los 


números 1,4,7+10,13,16....3N—2. ' 

- Pero la suma de esta-progresion es ( FARO CEDRO SA 
Zz, 

| a onto la suma de los ] untos que estan colocados 36 

Juego 1x2 REA A dept al 2 y01q sl y ¿8obal 

bre la superficie de un pentágono regular, que tiene 2 puntos sobre su 
(3n—1)n 

1X2 
han tomado:el nombre de números pentagonales; y que relativamente 


4-cada número pentagonal Ste se ha dado el nombre de lado al nú 
1 


lado ; por lo qual los números dela seric 1,5,12,22,3515 1... 


mero n que indica quantos puntos hay señalados sobre el lado del pen 


n—1)n ; 
tágono, que tiene ada puntos en su superficie; que en particular se 
1X2 | | 


ha dicho que 2 es el lado del 553 el de 12;4 el de 22,8c. bel 

464 Sea ahora en general ABCDE... (fig. 146) un polígono regular 
de m lados ; y si despues de haber prolongado tanto los lados AB,AE 
al rededor de uno de los ángulos de este polígono, como las diagonales 
que se pueden tirar en él desde el punto A, se aplica AB sobre AY un 
número n de veces indefinido: desde los puntos de division se tiran para- 
lelas ú FE, despues por los puntos en que estas paralelas encuentran á la 
prolongacion de AE, paralelas 4 ED; y desde los puntos en que estas se- 
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gundas encuentrah 4-la prolongacion de AD, paralélas 4 DC, y así suce- 
sivamente hasta que desde: los puntosen que las paralelas encuentran al 
última de los lados del polígono ABCDE..., que estan comprendidos en 
el ángulo BAF, se formará una serie de polígonos regulares del mismo 

+ nombre que ABCD.... , como se puede probar por las mismas conside- 
raciones que lo han establecido en el caso particular del quadrado, pen- 
tágono, Go., y las figuras ABCDEF....., AGHIKL...., ANINPQR...., 
ASTVXY Kc. serán una serie, de polígonos regulares de 7 lados. 

Esto supuesto, sisobre los m—2'lados de los polígonos de “esta serie, 
que estan dentro del ángulo BAL”, se lleva AB tantas veces comose pueda: 
los extremos de esta recta señalarán sobre cada uno de estos lados un 
número de puntos superior en la unidad al número de veces que esta se 
haya podido aplicar 4 ellas; y si se pone el punto A por primer término 
de los puntos que se encuentren respectivamente señalados sobre el lado. 
de dichos polígonos, estos puntos seguirán la progresión 1,2,3+4)5+.===2 
en la qual n representa el número de puntos señalados sobre el lado del 
(n—1) polígono. En fin, si se reunen los puntos de los m—2 lados de 
estos polígonos, que estan dentro del ángulo BAL, se tendrá sobre cada 
una de estas colecciones de m—2 lados , m—2 veves tantos puntos me- 
nos mg "puntos; como haya'sobre-uno de' los lados así asociados; por= 
que-los puntos:sobre las prolongaciones de las m—3 diagonales , que se 
pueden tirar desde el vértice del ángulo A en el polígono ABCDE... 
nose deben contar dos. veces; y la progresion de los puntos sobre estas 
colecciones de lados, será la de los números 
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y (m—2)2—(m—3) (m—2)3(Mm=3) +... (m—2)1— (m—3), 
progresión aritmética creciente cuya diferencia es 712, y cuya suma es 
(m—+2)2—(m—4)n 


[(m— Ju (m—3)+1] = eS 


(m—-2)n2—(m— .4)n 
: 1X2 
somo se acaba de decir, sobre la superficie de un polígono regular de 1 
¿ados , que contiene n puntos sobre su lado; de donde resulta que á los 
Números que pertenecen á las. series cuyo término general es 
(m—2)12—(m—4 ) 
Yu)? (m—4)n 
ES Pa 
gonales ó números polígonos; y que en particular se han llamado números 
m— 22 (m—3)n 
1X2 


o se hace en ella m=3 ; números quadrados á los que resultan de 
a fórmula quando se hace en ella m=43 múmeros pentagonales á los 


- De modo que es la suma de los puntos colocados, 


. se les ha dado el nombre genérico de números polt- 


triangulares á los que se derivan de la fórmula g 
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que se derivan de ella, haciendo m5); núsneros exdgonales:4 log que 
se derivan haciendo en ella m=6, y así sucesivamente, 087 Ía 


; de CI (m2 m4) 
En efecto, quando m=23, la expresion: general (m2) (m4) 3 
1X2 


¿n24n  n(n=+1) y 
se reduce á ——=-—, que es la forma que hemos hallado antes. 
1x2" F.... 1952 5 3 


Quando m—=4 , la misma expresion general toma esta forma particu- 
lar 22, que es la que habíamos hallado-para los números quadrados: 
Quando m==5» la misma expresion toma esta forma. 
an2—=n  (3n—i)n 
1X2 AS 
pentagonales. Luego, continuando y haciendo m=6, la expresion gener 
m—2 )12—(4—4n 
ral Carat 
1X2 


4n2—2n Pe 
2n2—n=n(2n—1), en la qual substituyendo por a los 


ue era la que habíamos hallado para los números 


se debérá convertir en la de los números exágo, 


nales 
: x2 E | 
números 1,2,3,4,56c. se obtiene la serie delos números 'exágonales 
1,6,15,28,450c. que no es otra cosa que la serie de aquellos números 
: > a 
triangulares que responden á lados Ímpares; porque si en ( A 
| 1X2 
fórmula general de los números triangulares se hace n=2k—1, número 
(2k—1)2k 
2 


ímpar , se convierte en esta =(2k—1)k, que coincide con 


(2n—1)n fórmula general de los números exágonales. 


465 Así como de la suma-de los números triangulares resultan los 
que se llaman proptamente piramidales; así tambien podemos en gene- 
ral considerar números piramidales de una basequalquiera; por lo que 
si Ja base es un pentágono , 6 la serie de los números de cuya suma re- 
sulta es la de los números pentagonales , tendremos que la serie se po- 
drá llamar de números primeros pentágono-piramidales; y luego á la 
serie que se originase de esta , serie de números segundos pentágono-pi- 
ramidales , y así sucesivamente. 

Entendido esto, pasemos á manifestar como se hallan los términos 
sumatorios de todas estas series; pero lo haremos por un método gene- 
ral que se extienda á todas las series, cuyo término general sea una fun- 
eion racional y entera del número de sus términos. 

- Supongamos que se tenga esta progresión aritmética + 4,b,c.d,..k.l. 
Si se eleva cada uno de sus términos á la potencia m, se tendrá la serie 
am,pm,cm,dm,,,, km, 11 
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euya suma queremos encontrar, de manera quelo que se busca es cl va- 
lor de ami men MIER, 
siendo m un número entero positivo. Por la naturaleza de la progre- 
sion, se tiene que un término qualquiera se compone del anterior mas 
la razon 6 diferencia; luego si llamamos 3 la diferencia tendremos: 

h=a0,c=b30,d=043 yo0..l=R43. 
Elevando á la potencia mm cada una de estas equaciones, tendremos 


m(m—1)  m(m—1)(M—2) E 
Im—a4-manm—14- ¿i— 224 2 xx am—3Y34 QC. 
1x2. A 
m(m—1 m(m—1)lm—2) .. 
cm— m+mbm—13+ ( SD ii—a335 pd EA x bm—3334-Q«c. 
1x2. TRES 
£s m(m—1)m—2 
o a mm—1J(m=2) cm—3)3+8z0c. 
1x2 .¿4X2X3 : 
pe m(m—1) m(m—1)(m—2) 


km—a2 —_se Lx m—3334- «tc. 
1x2 -1X2X3 


¡[m—km mki—I+ 


que sumando ordenadamente será DM4-cM4-4M4....M=aV4 == am—1+8. 
1 


-pM>4 = pm— 34 Ree, Hom cmM—IB 48H... HA Es km—I348tc, 
1 1 1 
y como en ambos miembros son comunes todas las potencias de 
b,c.d,...k,8c. esto es, la potencia mm de todos los términos de la progre- 
sion menos el último y el primero; que el primero no se halla sino en el 
segundo miembro, y el último se halla solamente en el primero, resulta 
que borrando de ambos miembros las cantidades comunes Lm,em, Kc. y 
pasando a” al primer miembro tendremos: 


ios am—13+ cc Je sb ciales am—3334%, 
1 1X2 | 1X2X3 
Y —¿m—1 m8 1) pm—232 m(m—1)(m=>) pm—333+8C..... 
1 1X2 1X2X3 
m(m—1) m(m—1)(m—2) 


—2)24 >< á4áz Mm—333-+8C.... 
1 1X2 1X2X3 
m m(m—1)mM—2 
1 1X2 : 1X2X3 
y ordenando con relacion á las potencias de la diferencia ó razon de la 


m(m—1) 


s m 
progresion 3, será [M—aM= — am— Im Ide mt kMAA ) at 
1 


G Tomo II. Parte ll. 
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m(m—1) : 
— 92 (ad —24- M2 40M 2 4, 00 KM) 
1x2 
m(m—1)(m—2 
a 35) 33(aM—34-PM—34-CM—3 +. vores +km—3)+0. (A). 
1X2X3 Ñ 


Hagamos ahora para mayor sencillez 


a +b=+c +d +..k +1 =8,, 
a2+h24c2+d%+...k2412=8 2, 
a3+b3+c3+d3+...k3+13=8 z, 


ama pm cM4- MA, RM MES 
y se tendrá | 
arbro+d+. k=8,¡—!, 

S a+ h2a+c2d2+... +8 22, 


rn (m—Ii)(m—2) 
1X2X3 
Este resultado contiene una cierta relacion entre las diversas sumas 
SiS 2, Sz....Sm —r de las potencias de los términos de una progresion 
aritmética, y hará conocer la última quando las otras sean dadas. 
Supongamos primero m=1, y se tendrá I—a=0M 8 ¿—19)(C) 5 
Pero S¿]Za%4+b9+c 04d. .RO HO SW1 41414100. 1-10) y (C=1, 
luego se tendrá ¿—a=(2n—1)3 (D) 6 l=a(n—1), 
lo. que se sabia ya; pues quiere decir que el término / se compone del 
primero a mas tantas veces la razon como términos hay antes de él. 
Supongamos ahora m=2, y se tendrá 1222208 1) +38 719), 


l—a z 
y substituyendo en vez de S¿—1? su valor q sacado de la equacion 


(0) se hallará 124208, —I) + ((—a)=238  —2bl4-01—da ; 
de donde S,= £ - Á AA ( +4)_( ena cl: 


y como si efectuamos la multiplicacion indicada en la equacion (D) re 
sulta l—a=10—3 ó l—a+d=nmb , 


z ; n(l4-a) 
tuyendo este valor en el de Sy será S,= ——, 
2 


e 
y 
” 
ed 
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que es lo mismo quese sacó para la suma de una progresion aritmética 
cuyo primer término es a, el último 1, y 2 el número de los términos. 
La suposicion de m=¿davá i—=38 1) 438 —I) 408 E), 

Substituyendo en esta equacion en vez de S¿=19, y S¡—1 


[— 12—a2—¿(l—a 7 
E Sa , hallados antes, se convertirá en 


sus valores 


; 29 
6x8, —12)-+35(12—02)0>(1a) 
13a3= A 5 


que executando las operaciones indicadas y despejando Sz da 
6312+2(13—a3)—33(12—a?)+32(I—a) 


iv 63 
2(l3—a3) 4312402) +32(1a) 
63 4 


y puede servir para hallar la suma de los quadrados de la serie de los 
números naturales. Para esto supongamos a=1,0=1 ; 

y como el último término es entonces igual con el número de los tér- 
minos , se hará l=n , 

“y substituyendo resultará 

| 2(13—1)+3(02+1)+(N—1) _ n(n+1)(2n+1). 


A 
1X2X3 1X2X3 
La suma de los cubos de un número n de términos de la serie de los 
números naturales, corresponderiaá las hipótesis de m=4,4=1.4=1,1=n, 
n4+2n34n2  n2(n+1)2 


Ds : 


y se hallaria S¿= 


4 
del mismo modo podríamos hallar para las demas series, 
466 Volvamos á tomar las dos fórmulas 


po (E). 


Si se hace a=1, y se substituye en vez de 1 su valor correspondiente 


I=0a+(n—1),S,= 


en la segunda fórmula, se obtendrá S,=%[2 +Hn—1 n= += (n—1)3; 
2 


ahora se tendrá haciendo sucesivamente 
n+n  n(n+1) 


1X2 1x2 
9=2....9 =n? A a LE FS a e RG 
gua. n(3n=1) 


= ——...... 30% 


1x2 1X2 


IL pl 


A O LI AA 


I=3..8 + n2=n)= 


9 
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” 
e 


A +2 (121) =202—=M(2—1). OUR 40 
I=3..5, =n+%n2—1)= pocas ese ( 3) 
: 2 EX2 0 

Eo. Ge. Ko, 


Si en (1.2) se hace sucesivamente A ON 


pai 


se tendrá la serie de los números triangulares 1,3,6,10,15,4c. 
La fórmula (2.2) da en el mismo supuesto la serie 1,4,9,16,25,36,49,%C+ 
que es la de los quadrangulares ó quadrados. 
La fórmula (30) da la serie de los números llamados pentagonales, Sc. 
La fórmula (B) puede servir tambien para encontrar la suma de un 
número qualquiera de términos de una serie, cuyo término. general está 
expresado por potencias enteras y positivas del número de los términos. 
a efecto, supongamos que el término general de:una serie sea an? 
siendo a un coeficiente conocido, n el número delos términos y pun 
número entero y positivo; la serie será a124-022+a 32+048+...+an? 
pues que cada término se debe deducir del término general, haciendo 
en él sucesivamente n=1,=2,=3,=4,=«e., luego la suma será 
a(12+22+32+42+...nP)=48p : | ES 
y como por la fórmula (B) se puede siempre encontrar el valor de Sp, 
se tendrá resuelta la qúestion. Si el término general fuese an?+-bn2, 
cada término de la serie á que perteneceria, se compondria de la suma 
de los términos que ocupan el mismo lugar en las dos series que tubie- 
sen cada una por término general an? y bn%; pero la suma de los tér-- 
minos de la 1.* serie es aSp, y la de los términos de la 2.* es b87, 
luego la suma de los términos de la serie propuesta seria aS, +bSy ; 
y en general si el término general de una serie fuese anf+-bn94-cn” +6C.. 
la suma de los términos de esta serie, seria aS¿+b86¿+c8,+kc. 
Sea por exemplo la serie 1,2,3,4,5,0,740,93=0=0=910: 
siendo n el término general, la suma de todos los términos será =8, ; 
pero la fórmula (E)da como yaseha visto Si= y S 


n(n+1) 


luego en esta será la suma = , puesto que a=1, y n=l. 


n(n+1) 


Sea la serie 1,3,0,1Owu0+.. ; 


2. 
A it] na+1) nn.  n 
pues que se tiene por expresion del término general —— = — “++ —, 
e y 7 TE 2 2 2 
BRA (2n3+6n2+4n) —n34+3n%4+21 


S 
la suma será +-—=1 
2 2 1X2X3 


a 
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' , nn+r(a+2 
Sea por último exemplo la. serie 1,4,10,20+.... ( el 
1x2X3 
n(n+1)(m+2) 
ino y Les ——— + 13482492 
cuyo término general e In34-2n242n. 
1X2X3 : 


Se encontrará para la suma de un número » de términos 


S¿ 382 281  n4+6n3+1 1n2+6n n(n+1)(m+-2)1+3) 
— + — + — = = ——— —= ., 


Grid 6 6x4 Lp 1X2X3X4" 


—-= + 


467 No pondremos fin á estas investigaciones sin manifestar una de 
las importantes aplicaciones que tiene esta teoría de los números figura- 
dos en las plazas fortificadas y en los parques de artillería : donde en 
general se conservan las balas en pilas, cuyas bases son regularmente un 
triángulo, un quadrado d un rectángulo, y conviene hallar el número de 
balas de toda la pila por el número de balas que hay en los lados de 
la base; por lo que nos detendremos algo sobre este punto. 


En esta question hay dos casos que considerar ; por- A 
que 6 la pila es quadrangular, quando su base ó su pri- 00000 
mera capa tiene quatro lados; Ó triangular quando no 000000 


tiene sino tres. Para la pila quadrangular (A) habiendo 0000000 
supuesto el menor número de esferas, balas, ESc. del me- 00000000 
nor lado de la hase =a, y el mayor =b, la expresion ó . 000000000 
la fórmula general de todas las esferas contenidas en 0000000000 
ila será A 
Pana 3ga2h—a3+3ab+a 
6 


Para demostrarlo observaremos que una pila tal como la señalada en 
A, vista por lo exterior, se compone de cierto número de capas en que 
los lados de la superior contienen una esfera menos que los de la inme- 
diata inferior; porque entre cada dos balas de la inferior se coloca una 
de la superior. de manera que estas capas estarán representadas por las 


figuras B,C,D,E,F 


B G 'D E F 
0000000000 0v00000000 oso000000o 0000000 1000000 
0000000000... 000000000 00000000 0000000 b—á 
0000000000. 000000000. 00000000: b—3 


0000000000'' 000000000: b—2 
0000000000 hr . 
b 


y tendremos que el valor de estas capas será respectivamente como se 
ve en (A) en la página siguiente ; 70 
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El número de capas es siem- (A) 
pre igual al menor número 4, 1 =abie...... =ab 
porque si en este exemplo 11 =(a—1)b—1) =4b—1(a-b)41 
a=5, se tendrá 2-—¿=0; así,  Ul=(a—2)(b—2)=ab—2(a+b) 1-4 
las capasse acaban enel quinto IV =(a—3)(0—3)=4) —3(a-+b)+9 
(a—4)b—4). Luego pues que V =(a—4Xb—4)=ab—4(a+b)+-16 
cada una contiene al rectán- p 3h | 
gulo (ab) habrá tantos rectángulos como capas. Por consiguiente para 
tener la suma de todos estos rectángulos es necesario multiplicar (ab) 
por el menor número a; así, en todos los casos posibles, se tendrá la 
suma de los primeros términos de todas las capas =02b, 

Los coeficientes de los 2%, términos forman la progresion aritmética de 
Jos números naturales, El menor término es=1, el mayor=a—1 (pues 
que en la 1.* capano le hay ) y el número delos términoses tambien=a—1 
Juego la suma de esta progresion ó la delos coeficientes delos 2%. términos 


ar—a a . 
—.; mudando los sigiros porque estos términos son negativos, 


pp 


” 
rs 


+4 
viene para la suma de los coeficientes —»la qual multiplicada por 
2 . 


(a+-b) da la suma de los segundos términos 


—di+a —a3—ab+a2+ah 
Ñ— >——_—_—_— (a+b)= 
2 


Los últimos términos r,4,9,16,8c. son los quadrados de la progre- 
sion de los números naturales cuyo primer término=1, y el último=a—r, 
pues que en la primera capa no le hay; así la suma de estos quadrados es 
2433024 a 

6 . 
Y reuniendo todas estas sumas tendremos, despues de reducidas 4 un co» 
mun denominador y hechas las simplificaciones convenientes, la fór- 
mula enunciada para la pila quadrangular. 


tambien la de los últimos términos= 


2043430240 
3 
6 y 


Ahora, si a=b la fórmula se convierte en 


en euyo caso la pila se presenta baxo la figura de una pirámide qua- 
drangular, cuya base es un quadrado; así como tambien lo son todas 
sus capas, de las quales la última ó mas alta: no tiene sino una bala ; por 
lo que está contenida en una sola fórmula la investigacion del número 
de las balas contenidas en estas dos pilas, aunque parezcan muy diferen- 
tes; pues que la primera es una pirámide truncada, y la última no es 
sino una pirámide, : 

468 Para encontrar el número de balas contenidas en una pila trian- 
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po y n+3a2+ 240 O 
gular tal como G, debemos usar de la fórmula ——> 00 
¡ ooo G 
suponiendo que «a sea el lado de la base e 
Para probarlo , observaremos que esta pila se compone de 


un cierto número de capas triangulares equiláteras, puestas 
las unas sobre las otras; cada capa se compone de ciertas filas de esferas 

que forman una progresion aritmética de los números naturales ; por lo 

que cada capa es lasuma de esta progresion cuyo menor término es =1, 

y el mayor es el número de las balas contenidas en la mayor fila 6 lado 

de esta capa. La mayor fila de una capa superior tiene una esfera me-' 
nos que la mayor de la capa inmediatamente inferior, como se presenta 

á los sentidos en las figuras G,H,1,J,K, 


le) O o O o 
elo) o0 00 00 af 
G ooo H ooo I 000 Jazz K 
0000 0000 a—2 
00000 a—I 
a 


que representan estas capas, y puestas las unas sobre las otras forman 
la pila, 

Esto supuesto, pues que la mayor fila de la capa mas inferior, ó el 
mayor término de la progresion aritmética contenido en esta capa, es 
=a, y el menor =1, se tiene la suma de esta progresion ó el valor de 

a+4a 


la capa inferior ú todas = 


La mayor fila de la segunda capa siendo =a—1, la del tercero =a—2, 
la del quarto=a—3, «c. resulta, substituyendo sucesivamente-para cada 
Capa ne lugar de a estas cantidades que el valor de cada capa será res- 
Ppeciivamente 
a+a A ._ + de 
E DA a de Edo. 34+2 pm dos ps 7a+ 52 
2 2 2 

Este número de capas es siempre =43 porque siendo la mayor fila de 
la primera capa=a, la de la segunda =a—1, la de la 3 =a—2,«c. 
si en este exemplo a=5, se tendrá a—5=0. Por lo que la pila acaba 
en la capa donde hay a—4 que es la quinta, y donde no hay ya sino 
una bala. Luego pues que cada capa contiene al quadrado a2, habrá 
tanios quadrados como capas. Por consiguiente para tener la suma de 
todos estos quadrados será necesario multiplicar a? por a; así, en todos 


Pao ; : as 
los casos posibles se tendrá le suma de los primeros términos = —. 
2 


r 
Todos los coeficientes de los numeradores de los segundos términos 
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e dá , A o A ES 
peritvos — — 7 — — —= E — 3 —kc. formando la progresion de 
2 2 2 2 


los números Ímpares 1,3:5.7:<c. cuyo número de términos =4—1I, pues 
que en la primera capa no hay coeficiente negativo, esta suma es 
(14243 (01) 
2 


ó mudando los signos á causa de que estos coeficientes son negativos, 
multiplicando por « y dividiendo por 2, la suma de todos los segundos 


a—1)*=a?%—20+1; 


par AE 0 A 
términos negativos es == xa, 4la qual añadiendo tambien 
- 5 Ly PA 439-102 
el 1.er término positivo — , resulta xa — =— ; 
, 2 2 2 2 


Los últimos términos 2, $, 42, 8tc. ó 1,3,6,4c. forman una progresión 
de los números triangulares, cuyo número de términos =4—2; porque en 
las dos primeras capas no los hay. Así, la suma de los terceros ó últimos 

al—3at+2a 
términos = — 


6 7 q) 
Luego sumando tendremos que la suma de todas las balascontenidasen 
> , ' ds 1 a3+3a%420 
Ja pila triangular estará representada por la fórmula eN , 


- 469 En las series recurrentes tambien ocurren estas dos qúestiones: 
1.2 Dada unaserie recurrente y la escala de relacion, encontrar la frac- 
cion racional generatriz, y la suma de un número qualquiera de términos 
de dicha serie; y 2%: determinar la expresion de un término quilquiera 
indepedientemente de los que le preceden, 6 el término general. 

Dada la escala de relacion el denominador de la fraccion generatriz 
es conocido [ $ 446]; luego para resolver la qiiestion primera no hay 
mas que determinar el numerador, 

Sea pues la serie propuesta Ar Bx+Cx2+Dx3+.Ex4+ 60. 
cuya escala de relación sea AV edad; 
el denominador de la fraccion generatriz será 1—a/x+D'x2—c'x334+-0'x4, 
y como sabemos [$ 447] que el numerador lo menos ha de ser inferior 
en una dimension al denominador, resulta que dicho numerador tendrá 

QN-Y a+rbx+cx2+dx3 
esta forma: a+ba+ca7+dx3, luego seri —_——_—_— == 

Ñ ' 1—a x+b x2—c a34-d x4 
A+ Br Ci? Da HEM COS rs | | ' 
ó quitando el divisor arbircai+dai=A+Bx +Cx2 +Dx3+6c. 

—Aa'—Bu'—Ca! —Qec. 
+Ab'+ Bb” +8tc, 
—Ac' —ko. 
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y comparando los coeficientes de los términos homólogos tendremos 
a=4,b=B—4a'=C—Ba'+4b',d=D—a'C+b'B—c'Á, 
luego la fraccion generatriz pedida será 
AH B—0a' A) + (Ca B+4b'4)x2+(D—a'C4D'B—c*4)x3 


A KA 
> . 


. 1—a x+b(x2—c'x34d'x4 

Ahora, para hallar la suma de una serie recurrente continuada hasta 
un término dado, procederemos de este modo. Supongamos que se desee 
encontrar la suma de, la serie propuesta hasta el término Pax? inclusive; 
para esto haremos S']—]4+Bx3+Cx2+Dx3+«C....Pxt 
como la suma S de esta serie prolongada al infinito es conocida, bus- 
quemos la de los términos que siguen desde él último Pa” al infinito 


que supondremos 


SUZQui+i4Rant24 Sans Danko am Q+Ra=-Sa24-Ta3+(c.) 
y como. la suma de esta serie que está dentro del paréntesis guarda la 
“nisma escala de relacion que la 4+Bx=+ézc. porque los coeficientes 
A,B,Sc...Q, R,«c. son de una misma serie, tendremos que su suma será 


Q+( R—Q)i+(S—a! Red Q)ar+ (Ta S +1 R—c*QUu3 


I—a ab x2—e 03d x4 


. 


luego | 
A Q+(R—a'Q)=( S—a Ral Quer T—a'8+* R—=c"Q)u3_ 


1—a 0 +b x2—c x3+4d'x4 
Qui Ra Quin (S—a/ Red Q)an+3+ (Ta S +1" R=0"Q)31744 


21 
1—a lx +b x2—c x3+d'x4 


y la suma pedida será : | 
BSAS 7 A 2 (D—a'C+b'B—0'A)x3 


1—a + V 2—c x3 4d 'x4 
Qui+14(R—a Q)an+24(S—a' Ra b'Qhan 34+(T—a'S+b'R=c'Q)x+4 


AR 
1—a ad x2—ela3+d'x4 
Del mismo modo se procederia para encontrar la fraccion generatriz 
quando la escala de relacion se componga de mayor número de términos. 
Hagamos algunas aplicaciones y sea por exemplo la serie 
1+80+-2702+6403+125x4-+4ÓL0. : 
cuya escala de relacion es 4—6-+-4—1» 
el denominador será por consiguiente 1—¿0+6x2—433+4x4=( 1—A)4 
se hallará a—1, =84=4,0=27—32+6=1,d=64—108+48—4=0, 
y por consiguiente 1-+-4v-+-%2 será el numerador. 
144x412? I-+4X+22 


a . 


Luego la fraccion generatriz será 
1— ¿a +612—433 +x4 (1—2a)4 
Sea por segundo exemplo la serie 
1—ÓX+122—4003+1 2014408334112 8x6—3576x7+ko. 
H aomo 1. parir ll. 


— y, 
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cuya escala de relácion es —1-+63 
el denominador de la fraccion será 1-2x—6x2, 
y despues se hallará a=r,b==—5,c=0; luego E 
| : 1+x—6x2 
representará la fraccion de que la serie propuesta es el desarrollo; y 
I— 5H 408x5— 72006 


A 1+5x— 6x2 E 

será la suma de los cinco primeros términos de esta serie. 

Lo que precede suprne que la serie propuesta está ordenada segun las 
poteucias de una misma cantidad ax ; si se tubiese la serie numérica 

I1—6+12—48+120, ; 
se tomaria en su lugar la siguiente: 1—Óx-+1 20248134 «c. 
que se convierte en la serie propuesta haciendo x==1.+ ! 
- 470 Ocupémonos ahora de la investigacion del término general, 
Uy EE | 

Consideremos primero la fraccion racional xs AX — 


La serie de su desarrollo es a(r+ar+aaldalad. 04011) 
cuyo término general es 400 —1xA—1, 
arbi+cal+ dal o. 


Si la fraccion fuese — A A 
1—u%—E XA] Y IIA RC 


como tenemos medios de descomponerla en fracciones simples [$ 437 


l a 
y siguientes] de esta forma E 


1—4x 
tendremos que . o 
a+bx+ca2l +dx3+brc. a a” de IN 
qe y 13 a TR AÓAR 111 Hb, 
1— 0 —Ex2— ya — dx 4. I1—a0x ¡ax 1—a ax 1—0%x 
a 
y como (1404022403 x8 4000000 — In — BC.) 
1—0% 
a! 
LE =4 (154004024240 33 Ha01. 00/6114, ) 
—0 Xx 
a” 
7 =0 (140x400 2724-04 303 + 0..00/ 1910014.) 
IO Y 
ge 
7 =4 (140 4002024000133 d=s0..00 11900 14-8cc,) 


resulta que si sumamos todos los términos generales de las series cor» 
ponentes, y llamamos k al coeficiente de dicho término, tendremos 
A e ES A A 


PEÓPO a 
a 190180 ,=( 0001400914 00 M1 001180 Jan! 


471 Hasta aqui todo lo que hemos hecho se reduce á dada una fun- 
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cion, desenvolverla en una serie; pero en muchas ocasiones conviene 
Ridlar el valur dela variable en una serie ordenada por las potencias de 
la misma funcion ; á esta segunda question se le ha dado el nombre de 


método inverso de las series, Y así, quando [$ 443] dada la funcion 
ss Boi nor * As ' aU—X 
; k E E AIN LI 
la desenvolvimos en la serie 12-37 + 270 27 +. 
asas as Q4 as 


procedimos por el método directo de las series; si ahora tratásemos de sa- 


car el valor de ven valores de , procederíamos por el mismo método 


analítico, usando delos coeficientes indeterminados; por lo que pasando el 
término constante 1 al primer miembro, y haciendo para mayor sencillez 
. 8 


—1=x, todo estará reducido á encontrar « en valores de z en la 


AX 
pa x a? 2x3 x4  x5 
a a? as at as 


ó haciendo a=1 para mayor sencillez, en la z=x-+12+x3+2044 Gc.(a) 
para esto haremos x=4z+-B:224-C23+.Dx244-4c. 

donde observaremos que en la eleccion de la serie se deben hacer las 
mismas consideraciones que [$ 443]; y por lo mismo no hemos su- 
puesto término constante, pues como z se reduce á cero quando x, del 
mismo modo deberá ser x==0 quando lo sea z : ahora no habrá mas 
que substituir en la equacion (a) en vez de x su valor presupuesto 


 Az+Br+ Ci Dr Eze... 
y tendremos ' ¿=4i+rBz2 +03  +Dx4 +c. 
+ 422242 4B2342 4C2444C, 
+B224 +6tc. 
+43234-3 4*Bz44c. 
+ÁAti4+Gc. 
que igualando los coeficientes de los términos homólogos tendremos 
=1; 
B+4?t=0 6 B=—1; 
Cure AB+A3=0 Ó C=—2X1X=1—1=2—1=1; 
¿Dro AC+B2+34?B4- 440 Ó DZ—2X1X1(1)P3XIX1 IZ 
—2—143—1=—1 
Qe. 
luego 1=2-—224-03-—244-25—26+ bc, 
Sea en general la serie u=0-+ax+-ba24cx34dx344-ex5+G0, 


pasando e al primer miembro (porque de otro modo tendríanios al 
eleyar cada potencia un término constante ) y haciendo ú4—a==x, 
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resultará z=ax+bx24cx3+dx4+ «e. (b). NE 
Y como de la suposicion de a=o resulta z=0, tambien deberá resul- 
tar x=0, suponiendo z=0 ; luego podremos hacer 
x=434-B224-Co34-D244-Ez54c.(c). 
Ahora, para determinar los coeficientes 4,B,C.Sc. que son indepen- 
dientes de 3, substituiremos en vez de x y sus potencias, en la equa- 
cion (b) su valor presupuesto (€); esto ex?ge que se eleve la equacion (c) 
á las diierentes potencias 4 que lo está la x, y que estas potencias se 
multipliquen cada una por su coeficiente respectivo a,b,c,«e. 
todo lo qual se puede hacer de una vez en esta forma: 
ax=a4Az+aBa2 +aCz3 +aDz4 -+Gtc. 
+bxi=  +b4222+2b4B233+2h4C34+G«c. 


E — +EbDB234 +8c. 
+ex3= +cd3z3430 42 B24+ «0. 
- +dx4= + ddtzis Udo, 


é igualando los coeficientes de los términos homólogos de x,22,23,0c. 
1 
se encuentra a 4=1 Óó dá=— , 


a 
1 
. D42 a? h 
aB+b42t=o0 6 B=—=- == —; 
d a aj 
, 1 pr 0% 
| | tab —X——H0X — 
2hAB+c43 a a3 as 
aC+2b4B+e43=o 6 C=— == F —= 
a 
212 15 
4 a —2hi+ac  2h2—ac 


aD+2b4AC=+bB2+3c43B+-d44=0, 
2Db4C+bB24+304?B4-d44 


ó D= — —-=—... 
a 
1 2b2—ac )2 1 b d 
2bh— x HDX — E ZO KZ A — 
a us aó al az  (í4 


— 
monkey 


a 
4b3—zbac  bh3  3cb d 
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4h3—2hac+b3—3achb+da? 5hb3—50cb+ da? 


> 


a? az 
E I b 2b2—ac 5h3—5abc+a2d 
y por consiguiente K=—Z— — EH ¿3— Z z4 6. 
a as as a7 


Del mismo modo procederíamos si se tubiese la equacion 
au Eu2+yu3+dui+Gc.ax+bal+cal+ dat Ke. 

formada por dos series; si se quisiese obtener la expresion de u, se su- 
pondria u=4Ax+Bx24-Cx3+Dx4+«c. 4 
y se procederia como antes. No insistiremos ias sobre este punto, 
porque no llegamos á obtener fórmulas cuya ley se percibe con facili- 
dad. Más antes de concluir no podemos menos de hacer ver el ingenioso 
método con que Neuton executa esto, y que nuestro ilustre Geómetra 
y Astrónomo D. José Chaix nos ha presentado con tanta elegancia como 
sencillez en las pág-181 y 182 de sus instituciones de cálculo diferencial, 

Supongamos que se tenga la serie 


3 > xs x7 
Z=ZX= — + — +46c. 


2X3  2X3X4X5  2X3X4X5X0x7 
y que se quiera hallar el valor de x en valores de x; lo qual se logrará 
eliminando de esta equácion los términos donde se halle 13,15,27,4c.; 
para esto se ve que si elevamos la equacion propuesta á la tercera po- 
as I 1 
tencia tendremos ¿3=43— — + — + — )x7—Kc.=2X3—... 
2 2X4X5. 4X3 
x5 5X2 1x5 13 
op ( , + —— Jara dm. —+ — x7—kc. 
2 2X4X5X3  2X4X3X5 2 2X3X4X5 
O. AS 
ó dividiendo por 6 será — => — + 
O +0 12  2X3X4X5X6 
y sumando esta equacion con la propuesta resultará 


x7—c. 


23 
a 1 y LO 
RE =x:—( Eh) 2 3010). ; 
3 8 ; , ] 
Porque — es destruyen, y haciendo las reducciones corres- 
; z3 3x3 x7 
Pondientes se convierte en 24 — ==— — + ——Qc. 
6 40 50 


Para hacer que x5 desaparezca de esta equacion, elevaremos la propuesta 


i E x 
á la quinta potencia y hallaremos ¿$=x5— o 


25 qx5 x7 
-inferiremos — ='—— ——+4c. 


de donde multipli 3 
iplicando por ¿ pia rca 
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» 


> ASEN z3 328 - +91 Lo EN 
y por consiguiente 2 — +—=x— ($ ¿5)07+U0.=0—— +00, 
ur. 2 112 : 
La BR7 ge? | E 
Del mismo modo hallaríamos — = “——¿o, 
112 112 y 
, 23 “325 5%? 
lo que nos daria 24 — +— + —- =x"—Qo. y 
, 6 40 112 
y por consiguiente , E 
23 z3 827 z3 2 3X5X37 
x=2%+=— o cda e z + ——— +0. 
0 “JO 7 LEA 2X 2xX4x5  .2Xx4x0Xx7 : 


y como se ve la ley que observan los términos se podrá continuar tanto 
como se desee. 

Si la potencia de la incógnita en el primer término de la serie fuese 
superior 4 la primera, seria tambien fácil determinar las potencias suce- 
sivas 4 que se deberia elevar la equacion propuesta. para eliminar suce- 
sivamente los otros términos. Por exemplo, si la equacion propuesta 
fuese z=ax2+ha3+ext+dc. 
tendríamos que elevarla á la potencia $ para eliminar el término Da3, á 
la segunda para eliminar el término cx4, Gc. 


Del desarrollo de las funciones trascendentes en series. 


472 Ya hemos dicho que funciones trascendentes son aquellas en que 
la cantidad variable es alguna linea trigonométrica, algun logaritmo, 
ó.en que ella se halla por exponente. Los métodos que se tenian antes 
para desenvolver en serie estas funciones eran complicados ; pero nues- 
tro amigo el Sr. D. José Chaix hainventado un nuevo método general 
muy sencillo, para desenvolver en serie no solo estas funciones sino quales- 
quiera otras; y que está publicado en una excelente memoria que de- 
berá consultar el que desee imponerse en el método de inventar; pues 
presenta en ella la sucesion de las ideas que á Él le conduxeron3 n0s0- 
tros principiaremos.este punto por el desarrollo de la funcion log. (1-+x) 
para lo qual haremos log. (r+x)=4x4-Ba?4-Ca3+Dx44-Exó4 «o, 


en cuya serie no hay ningun término constante, porque quando x=o0, 
la funcion se convierte en log. (1+-0)=l0g. 1=0; 

no se debe hallar x en el denominador, porque en este caso deberia 
ser oo la funcion quando «=0; y no debe haber x con exponente frac- 
cionario porque entonces la funcion despues de desenvuelta tendria mas 
valores que antes de desenvolver, 


Ahora, como los coeficientes indeterminados 4,B,C,.D,«tc. son inde- 
pendientes de x, resulta que serán los mismos para otra qual uiera va-. 
riable x”, luego tendremos log. (1-+4=4x'+-Bx'24-Cx de Dada do 
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suponiendo ahora que '=2%-+42, y substituyendo este valor en la equa- 
cion antecedente será ] 
log.( 120402) =4 (20-92) + B(20+200)9+C(2 era D(20+00?)46%, 
y como lo que hay dentro del paréntesis es el quadrado de 1+, ten- 
dremos log. (1+a)=24x+ Axi+4Ba3+  Bxt+Gc. 

+4Bx2+8 Ca3+12 Ca 44- Oc. 
- +16Dx4+«e. 
pero [T. 304] log. (1-x)2=21l0g. (142), luego si substítuimos en esta 
equacion en vez de log. (1-+a)? y log. (1+%) sus valores, será 
24x+ Ax?or4Bxl+ Bx4+4c. A 
+4Bx2+8 Cada 12 Cod Órc. >=2 A+ 2 Bx24+2Cx3+2.Dx4+ Gc: 
: +16Dx4+«c. 
en que comparando los coeficientes de lostérminos homólogos, tendremos 

Á Á : 

AA B==— 6C=—4B=24 y C= E 


Á Á A 
14D=—12C—B=—44+ — pe y D=-=, ke. 
2 2 á 


“e 


luego se tendrá 
Ax2 Ax3  ÁAxt 


log.(1+)=4x— E — — — HC asa 
2 3 4 
2 30 
L (—= EE SE +ko.) 
2 3 4 : 


Esta expresion del logaritmo de 1+x contiene el coeficiente constante 
indeterminado 4; el qual debe quedar necesariamente así, esto es, 
indeterminado, á fin de que por su medio se puedan representar todos 
los sistemas imaginables de logaritmos; pues la teoría de estos enseña 
que un número dado qualquiera tiene una infinidad de logaritmos di- 
ferentes, correspondientes á las diferentes bases que se pueden emplear, 
ó 4 los sistemas respectivos que de ellas resultan... 

A cada valor determinado del factor 4 corresponde un sistema logarít- 
mico particular , del qual dicho valor es el módulo, El supuesto mas 
sencillo que se puede hacer con el módulo 4, es el de 4=1 que adoptó 
el inventor Neper de los logaritnios; los logaritmos de este sistema pat= 
ticular se llaman neperiavos (*); y en dicho sistema resulta. 


MAL 23 y 
108. (14x)=x— Se b Epa 
Si en esta expresion hacemos I-+x=0, que da x=-—1, tendremos 
log. o=—1— | — 18014 Po he 9 Eq Eos) 


ad AAA PA A 5 PPP A PA 


(*) 4 estos logaritmos se les ha llamado tambien hiperiólicos aunque 
con :impropiedad, 


Me ad 
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. y como esta serie va al infinito, resulta que el logaritmo de cero está 


representado por ¿nfinito negativo. Si hiciéramos 1-4-4==00, 
I—=1.0  I—0 


a a — 
lo que dará x=00—1=l—1= 
o 
s 002.1: po3.% 
tendríamos log.oo=00—— + ——Qc.=00. 


473 Entre la base de un sistema qualquiera de logaritmos y el mó- 
dulo correspondiente, hay cierta relacion, por medio de la qual se puede 
determinar una de estas dos cantidades quando se conoce la otra, qué 
es loque vamos á probar desenvolviendo la funcion exponencial a*, 

Para esto haremos a“=1+4x+Bx21-Cx34-Dx4+ e, (1), 
en la qual ponemos por primer término la unidad, porque quando x=0 
la funcion se convierte en a%=1; y por lo mismo tampoco debe haber 
término ninguno donde x se hallé con exponente negativo ó en el de- 
nominador, porque en este caso la funcion seria infinita quando a=0; 
ademas no debe haber ningun término con exponente fraecionario, por- 
que entences la funcion despues de desenvuelta tendria mas valores que 
antes de desenvolver. 


Ahora, como las cantidades 4,B,C,Stc. son independientes de x, re- 
sulta que si en vezde x ponemos ax”, seria“ —=1+4x'+Bx'24Cx 8460, 
y suponiendo que x/=2x, será 
ai—1i+Ax2x+B(21)2+C(20)3%, =1+2 4x+4Bx?21-8Cx34-16Dx46, 
ahora elevando al quadrado la equacion (1) tendremos 

(a47)2=1+24x+2Bx2 42Cx3 +2Dx4 +Gc. 
+ 4Ax2424Bx3+2.4Cx4+«c. 
+ B2x4 +c. 


pero (a*)?2=a?x, luego si igualamos estos dos valores de a%%, 
se tendrá 1+24x+2Bx2+2Cx3 +2Dx4 +Gc. 
+42x242 ABx342 ACXASB OC. >RT—c.0.0. 
+B2x4 +Gc. 
1+24x+4Bx?2+8Cx3+16Dx4+6c. 


en la qual comparando los términos homólogos se tendrá 
2 


Á A3 
4A=4,B=—, 6C=24B=43, y EA , 14D=24C4-B2%= 
23 


2 
d+ 4% 7As E 
ASS A y ZW AN, 
3 4 3%4 2X3X4 


> A?x2  A3xs Atxs 
y por consiguiente será 44=1+4x+4+ —— + ——= + 
2 2X3 2X3X4 
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Si en esta equacion hacemos x=1 , se tendrá 


O E de 
aid — d+ — + ——— + Ge, 
2 2X3 "2X3X4 
y llamando e al valor numérico de a quando .4=1 será 
1 1 I | : 
l=I+IH — Y — — + —-+6.—2,71828182845904523530; 
| 1X2 + 1X2X3  1X2X3X4 7» : 
> 43 x3 x4A 
por lo qual será e=I4+44— + —=<+ 
: 1X2 : 1X2X3  1X2X2X4 
y haciendo ahora en esta a=4, se tendrá 
42 A3 As 
! + 
2x3 1X2X3X4 
y comosi en la serie (2) se hace x=1 se tiene tambien 


+80,(3) ; 


+Gc. ; 


1 


4? A3 Ina A 
a=1I+ 44 — + +6c. resultará e4=a, de donde e=a , 
1X2' 1X2X3 
log. 
de la qual se infiere —— = log.e; ó¿ substituyendo 1 en lugar de 
Le 
| log. a - SEA ; log. a 
log. e será =M; y por consiguiente 4= 3 


Ahora, si suponemos que sea e la base de un sistema de logaritmos, 
eomo sucede en el de Neper, á causa de le=r1, será en este supuesto 
la=41.=4; y substituyendo este valor de 4 en la referida serie, será 


1, 2 1. 3 ñ l.. 
ax=1 salar AGUIS e cea +x4 e +4Gc. 
2 2X3 2X3X4 


Finalmente, si suponemos que la cantidad constante a sea la base 
del sistema correspondiente al módulo M, será en este caso log. a=1, 
1 x 02 3 


ÁA=— or consiguiente será aY=1+— + — 
Y? iguiente será a*=1+-=> ETA 


474 Pasemos ya á las funciones circulares, y supongamos que se 
quiera hallar el seno de un arco y -en potencias del mismo arco; para 
esto partiremos [20] de la equacion sen.31==3sen.x—4(sen.x)3(m), 

y haremos sen.x=4x+Bx2+Cx34+Dx44-Ext+-Fx6+Gx7+6C. 
en cuya serie no ponemos término ninguno constante á causa de que 
quando x==0 , tambien el seno es cero, | 
Ahora, como los coeficientes 4,B.C,%c. son independientes de x, ten- 
dremos que serán los mismos para qualquiera otra variable a”, y será 
A =Wd4 4 Bx 24-Ca 34 Da 44 a ó+ Go. 
l tomo 11. parre Il. 


+ ce, 
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y suponiendo que a*=3x, se tendrá i 
sen.3a=4x30+B(30)24C( 3039 D(3x)44E(3%)6+40.=.. 1 
3-4x+9Bx?2+27Cx3+81Dx4- 4243 Ex5+8c. ] 
y elevando la serie que.expresa el valor de sen. a» al cubo, será 
(sen. x )3=43x3+3 42Bx44-342Cx5+Uc. 
+34 B2x53-«kc. 
Substituyendo estas dos series y la primitiva en la equacion (m) 
resultará 34x+9Bx2+27Cx34-81Dx4+243Ex5+8C.=o00.. 
34a+3Bx2+30x3 + 3Dx4 + 3Ex3 - +Go, 
—443x3—12 4A?2Bx4—1 2 4A2CI8C. 
.” — 12 4B2x5—Qc. E 
en la qual comparando los coeficientes de los términos homólogos se 
| Á3 Á3 
tendrá 4=4,B=0,24C=—443 y: C=--— =-——5 
> | > 6 2X3 
AS | 


| 2X3X4X5 | 
y escribiendo estos valores de los coeficientes B,C,D,kc. en la serie su= 


Á3x3 ASXS 
—Gc. E 


Ézc, 


A 
020 E=—Á NS ==, y E= 


puesta será sen, v—=Áx— — : 
2x3." 2X3X4X5 
Esta expresion del seno de un arco qualquiera x contiene la constante 
indeterminada 4», coeficiente del primer términode la serie supuesta. 
A3x3  ASxS 
+ 
" 5 2x3 2,3-4:5 
el seno del arco correspondiente x, la razon de la primera de estas can- 
tidades á la segunda será 
Á3x3 ASx5 
r— + — Gic. 
sen.x 2X3"  2X3X4X5 ÁA3xz ASxA 
x x 2x3) 2X3X4X5 
Ahora, si suponemos que el arco x vaya menguando indefinidamente, 
esta razon se aproximará continuamente á la cantidad 4; de manera 
que la diferencia entre dicha razon y la constante 4, llegará d ser me- 
nor que qualquier cantidad dada por pequeña que sea, sin quejamas Jle- 
guen á ser iguales; por consiguiente la cantidad 4 será el límite de la 
referida razon. Pero quando x disminuye, disminuye tambien sen.x, 
en.% 


—Gc. 


Para determinarla observaremos que siendo 4x— 


—Qc. 


y se aproxima á él, de manera que la razon se puede acercar ú la 


unidad tanto como se desee; luego la unidad será tambien el límite de 

dicha razon ; y como [ 1. 328] dos cantidades que son el límite de una 

tercera son iguales entre sí, resultará 4=1. ) 
Substituyendo este valor de 4 en la expresion del seno de x, se trans- 
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23 xS x? 


formará en sen. 1=*— — + —— 
2X3 — 2X3X4X5  2X3X4X5X0Xx7 


475 La funcion cos. x se puede transformar en serie de dos modos 
muy diferentes : 4 saber, deduciéndola de la expresion hallada del seno 
del arco «, por medio de alguna equacion que exprese la relacion entre 
el seno y el coseno de un arco, ó bien determinando directamente dicha 
serie por el expresado método general. 


+Gc. 


E x3 xs .3 
En efecto, si en la equacion sen. x= — + — —Érc. 
2X3 2X3X4X5 ” 
Xx 
substituimos — en lugar de x, se transformará en 
2 
LS x3 105 
sen. — = —— —— + ——— —Qkc. 
2 2 2Xx3xX8  2x3X4X5X32 
de donde inferiremos, elevando al quadrado, 
AN2 2 x4 96 
2 4 2.3.8 2.3.4.5:32 2  x4 x0 
26 / o +] 
E — Gtc 4 2.38 2.3.4:5.12 
49-64 


y como [19,(3)] cos.=1—2 (sen. =>) , tendremos que substituyendo 


y? . 
por (sen) la serie que acabamos de hallar, resultará 
a | 


ana ad 26 


COS. X=1— — + +6c, 
2 


: 2.3.4 2:34:50 
Para hallar la misma serie por el método general, partiríamos [19,(4)] 


1+C05.2X 


de la equacion =(cos.a:)?, haciendo cos.x—14-4Ax+Bx24+kc. 


donde hallaríamos indeterminada la B, que seria igual con— £, por un 
método análogo á aquel con que se determinó 4. 
476 Pasemos ya á la tangente , para lo qual partiremos [20] de la 
fórmula $ equacion tang.2x=2tang.x+-tang.27(tang.x)?, 
y supondremos tang.x=4x+Ba2+Cx3+Dx44-Ex546o. 
cuya serie no tiene término alguno constante, á causa de que el arco y 
su tangente se desvanecen á un mismo tiempo. Como los coeficientes 
A,B,C,%c. son independientes de x, serán los mismos para otro arco 
qualquiera x“=2x 3 de manera que se tendrá 
tang.20=2 4x+4Bx24-8Cx3+-16Dx44-32.Ex54- o, 
y elevando al quadrado la serie presupuesta tendremos 
(tang.x).=424%4-2 4Bx3+-2.4Cx4+24Dx54+ «e. 
+B2x4 +28BC135+ Go, 
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y tang.2x(tang.a)2=2 4334842 Bx4412 42Cx5+6c. 
! +8 4B2x5+6c, 


por lo qual resultará 2 4x+4Bx24+8Cx3 +16Dx4+-32Ex5-+8C.=000u0 
2 4Ax+2Bx2+2C0x3 +2Dx4 + 2Ex5 —éc. 
+2 43x3+842Bx4+12 42Cx5+6c. 
+ 84B?2x5+Qc. 


la qual dará 4=4,B=0,6C=243, y C= ——, D=0,30E=124*C=.. 
3 


AS 
445, y pa Ge, 
35 


y substituyendo estos valores de los coeficientes B,C,.D,B,tc. 
A3x3 2 45x5 

—+ 

3 3%5 


sen. 


tendremos la expresion tang.x=4x+ +40, 


la misma que resultaria de la fórmula tang.a= 
: COS. x 


Para determinar 4 observaremos que la razon de la tangente al arco 
correspondiente es 
ÁA3x3 245x5 
Áx+ + 
tang.x 3 3X5 A3lx2  245x4 
A a DO AN a +. 
Xx Xx < 3X5 
y que relativamente á la disminucion ó decremento del arco x, esta ra- 
zon tiene por límite á la cantidad constante 4. Pero como la tangente 
disminuye quando el arco, de manera que puede llegar 4 ser la dife- 


rencia menor que qualquier cantidad dada, resulta que la unidad es 


A F tang.x 
tambien el límite de la razon ——> ; luego [I. 328] se tendrá 4=x, 
Y 
s . E x3 2x5 pa 
y por consiguiente será tang.x=x+-— + Po 
3 3X 


477 Los valores de las lineas trigonométricas los podemos expresar 
aun de un mode mas sencillo por medio de las exponenciales; porque sí - 


en la equacion [(3)473] substituimos xW—1 en vez de x, se tendrá 
Y —1 á— 1x2  xuy—I x4 
e A — 
1X2 1X2X3 1X2X3X4 
xSY/ —1 x6 


" A A —Á 


lbñ.0.. 


— —<c. 
1X2X3X4X5 1X2X3X4X5X06 


donde los términos impares equivalen ú la serie que expresa el valor de 
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c0s.x, y los pares ¿la que expresa el de sen.x multiplicada por Y —1, 


xy —1 — 
luego se tendrá e Y =cC0s.x-+sen.x4/—1 (a), 


| | —x Y —1 e 
y tomando el radical con el signo — será e- MS 005. —SCN.XY/ — 1 (b) 
las quales sumadas dan despues de dividir por 2 


¿1 E — y —1 
Lc) 5 


- y restando la segunda de la primera y dividiendo por 24/ —1 se obtendrá 
e —— 
sen. x= e (d) 3, 
2 —1 


COS. X= 
2 


sen. 1 
de donde resulta tang.r= = Xx 


COS.%, fx, y —"  —xay 1 
ent, ee 


Aunque la doctrina de los logaritmos se halla tan sólidamente esta- 
blecida que parezcan.sus proposiciones tan rigorosamente demostradas 
como las de la Geometría, han discordado los Matemáticos acerca de la 
naturaleza de los logaritmos de los números negativos; y sino se halla 
muy agitada esta controversia (dice Euler ) es al parecer porque no 
se ha querido hacer sospechosa la certidumbre de todo lo que enseñan 
las matemáticas puras, presentando á la vista de todos las dificultades, y 
aun las contradicciones, 4 que estan sujetos.los pareceres de los Mate- 
máticos sobre los logaritmos de los números negativos é imaginarios. 
Pues aunque los Geómetras puedan discordar en qúestiones de las mate- 
máticas mixtas, donde las diversas maneras de ver los ubjetos y formar 
Ideas exáctas de ellos puedan inducir á ello, se ha pretendido siempre 
que las matemáticas puras estaban exéntas de todo género de disputa, y 
que no se hallaba en ellas nada cuya verdad ó falsedad no se tubiese 
Ugorosamente demostrada. 

:Apesar de que la teoría de los logaritmos pertenece sin disputa 4 las 
Matemáticas puras, Juan Bernoulli decia que los logaritmos de los nú- 
Meros negativos eran los mismos que los de los números positivos, ésto 
€S, reales, que log a=log.—a. Leibnitz sostenia que los logaritmos de 
todos los números negativos eran imaginarios. Cada uno de estos Geó- 
metras da razones que comprueban su asercion, y ponen objeciones á la 
contraria; y es muy particular el que ya se abraze una asercion, ya ótra, 


Al Ys 1 M1 
En —e 
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se incurra en contradicciones verdaderas. Por esta causa, el gran Euler 
despues de haber expuesto las razones de Bernoulli en una memoria im- 
presa entre las de la Academia de Berlin, año de 1749, manifestó que esto 
provenia de que en la teoría de los logaritmos se suponia tácitamente 
que á un mismo número correspondia solo un logaritmo, quando pue- 
den corresponder infinitos. Este Geómetra demuestra esta proposición 
. con toda exáctitud , y luego pasa 4 determinar los infinitos logaritmos 
que puede tener un número dado; y halla que los logaritmos de los nú- 
meros positivos son todos imaginarios, excepto uno que es real, y que los 
de los números negativos son todos imaginarios; por lo que decide la 
question á favor de Leibnitz. Despues se ha querido aun insistir en la 
misma qúestion; pero las razones que se dan contra la decision de Euler 
no creo pueden tener fuerza ninguna, por lo que sin detenernos en ellas 
pasaremos á manifestar quen mémero puede tener una infinidad de lo- 
garitmos, de los quales uno solo es real y todos los demas imaginarios. 
Para probarlo pasaremos á los logaritmos en la fórmula (a), y supo= 
niendo que sea en el sistema neperiano que da log.é=1, 


saldrá x/—1 =1.(co5.% sen. —1) y tendremos que a=0, da1.1=0, 
lo que ya sabíamos; y suponiendo x=27,=47,=07,%c. 
se tendrá L1i=2w y —1,1.1=4%V —1,1.1=07 Y —1, 
| y en general l.1=2kry —1 siendo k un número entero. Ahora, como 
iodo número a=1.a, se tendrá log.a=l0g.a+-2krYV—1, que expresa la 
proposicion enunciada, pues podemos dar á k el valor que nos acomode; 
y el logaritmo real es el que responde á k=o0. 

Si en la misma fórmula xy —1=1.(cos.x-esen.xy/—1) 
se hace 2=7,=37,=55,=77...=(2k+1)w 
se tendrá 1.(—1 IV —1 1 (—1)=370V —1 ¿L(— 11) =5 TY 1 gon oo 


—- 


1L(—1)=7%VW — Ir 1 )=(2k+1)1V —1; 
de dondese infiere que todos los logaritmos de —1 son imaginarios, y 
lo mismo sucede con los de un número negativo qualquiera; porque 


1.(—a)=1.(—1.0)=La+H.(—1)=La+(2 4-1 Y —10 
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478 Hasta aqui solo hemos tratado de la transformacion de las fun- 
ciones , ya en otras mas sencillas , ya en una serie ordenada por las po- 
tencias de la variable; ahora vamos á indagar quales son las expresio- 
nes entre que se hallan siempre comprendidos los valores que pueden 
tener dichas funciones. ; 

Sabemos que en la idea de funcion entra que si la cantidad, de que 
se dice funcion, varía, debe variar la misma funcion; y como 4 la 
variable se le pueden dar todos los valores posibles, se tratade deter- 


minar entre que cantidades estan comprendidos todos los valores de la 


' 


funcion. Para lo qual recordaremos que así como á las expresiones O y $ 
entre que se halla el valor de toda variable [1, 328] se llaman límites 
de dicha variable , así tambien á aquellas cantidades entre que estan 
comprendidos todos los valores de la funcion, se liaman límites de di- 
cha funcion; de manera que se entiende por límite de una cantidad 6 
funcion á aquella cantidad á la qual no puede llegar jamas la otra; pero 
tal quese puede hacer que la diferencia entre ella y la cantidad propuesta, 
sea menor que qualquiera otra cantidad dada por pequeña que sea, 

Bien analizada esta definicion se echa de ver que en la idea de límite 
entran estas dos, ¿saber : que la cantidad jamas puede llagar al límite; 
y que la diferencia entre aquella y este puede llegar á ser menor que: 
qualquier cantidad dada por pequeña que sea. 

Redexlonemos aun algo acerca de los límites generales de todas las: 
cantidades. Sea, por exemplo, 4 una cantidad variable, si consideramos: 
que x varía y se convierte en «”, de manera que la variacion que le re-. 
Sulte sea el hacerse dos veces menor d mas de dos veces menor; y luego 
que w vuelva4 variar haciéndose dos veces menor Ó mas de dos veces 
menor-que lo que era antes, y esto se lince continuamente , el valor de 
x llegará d ser menor que qualquier cantidad dada por pequeña que 
sea; luego esta cantidad se podrá ace:car á o tanto como se quiera; y. 
Como jamas puede llegar á cero, se sigue que o es el límite general de 
la cantidad: x 3 y como:en la idea de « solu hemos tenido presente que 
*-es una cantidad variable que decrece continuamente , resulta que:o. 
€s el verdadero ¡ímite de todas las cantidades que decrecen continua- 
Mente + decrecer continuamente es decrecer sín fin ó indefinidamente, 

ego o es el límite de todas las cantidades que decrecen sin fin ó in- 
lebinidamente.. 

Veamos ahora si las cantidades que crecen continuamente tienen al- 
gun, límite verdadero, La idea que nos formamos en general de la can- 
idad es por la de los números; y como en la idea de número entra 
que dado.un número se puede concebir otro una unidad mayor, dos, 
Unidades mayor, tres unidades mayor , ó tantas unidades mayor como . 
Yueramos , resulta que las cantidades que crecen no tienen verdadero día 


% 

+ 
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mite 3 porque no hay ninguna expresion ú la qual se vayan acercando 
de manera que su diferencia sea menor que qualquier cantidad dada por 
pequeña que sea. Más, quando sabemos que una cantidad puede crecer 


57 e . e 5 . . . . 
y llegará ser mayor que qualquiera otra cantidad, decimos que sis ¿N= 


erementos no tienen fin, esto es, que nunca acaba de crecer ó que crece 
sinfin; y como crecer sin fin equivale 4 crecer indefinidamente , re- 
sulta que aquella cantidad notiene fin, y una cantidad de esta especie 
se ha dicho que se va acercando, Ó es de la naturaleza de aquellas que 
uo tienen fin. Para indicar que una cantidad crece sia fin ó indefinida- 
mente, ó puede llegar á ser muiyor que qualquier cantidad dada por 
grande que sea, se ha adoptado la voz de ¿mfínito, que se señala como 
ya hemos dicho [I. 328] con el signo ¿=00. Por consiguiente, el va- 
lor de qualquier cantidad se halla comprendido entre o, límite verdadero 
de las cantidades que decrecen, é 00, que es una especie de límite de 
las que crecen; pero es menester advertirque nio ni 09 s0n cantidades, 
pues que les falta la esencia de tal que es el poder crecer ó menguar. 

emos dicho que 00 se puede considerar como una especie de límite, 
porque para ser límite verdadero se necesitaba que la diferencia entre 
Jas cantidades que crecen sin fin é cofuese menor que qualquier can- 
tidad, lo que no puede ser; pues en efecto por grande que fuese la can- 
yded a, jamas se puede suponer que entre 4 é co haya una diferencia 
tal como k, porque entonces añadiéndola 4 a se tendria a-+k=00; cuya 
equacion daria á entender que co solo podria llegar 4 crecer hasta ser 
igual con a+Rk; y como en la verdadera idea de oo, se tiene que puede 
ser mayor que qualquier cantidad dada, se sigue que 20 se puede consi- 
derar co como el verdadero límite de las cantidades que crecen, 


479 Como en estas ciencias todo se hace por medio de razones, nos. 


acomoda poner estos límites baxo el aspecto de tales; y así, pasaremos 
á expresarlos por medio de una razon; para lo qual no tendremos mas 


. . a . * . 
que considerar primero la razon —; si x crece, mengua dicha cantidad, 
x 


y si vuelve á crecer, volveráá menguar y así sucesivamente; luego si 


suponemos que las variaciones de x sean el hacerse dos veces ó mas de. 


a ) 
dos veces mayor, como en este caso — se irá haciendo dos veces ó mas . 
Ñ » 


a 
de dos veces menor, resulta que — podrá llegar 4 ser menor que qual- 
x% 


quier cantidad dada; luego tendrá por límite o, y como solo llegaria 
á ser o la expresion — quando á x le diésemos la forma de una canti- 
Xx 


dad que podia crecer lo mas que quisiésemos, y esta es la de oo, resulta 
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r E A Ps a: A 
que elo tiene por expresion esta otra 3 de manera ques==Ñ0 6 ha- 
ee) 00 | 
o Pe 
ciendo a=1 será —-=0,. 
cu 


. . ( : . . 
Ahora, si en la expresion — suponemos que + mengua, crecerá dicha 


. h . ] : : , - € > 
exnresioón: wsi vuelve 4 mensuar, se tendrá que volverá d crecer —3 
»] : 3 » x 


| 2d 010 
y como x puede menguar todo lo que se quiera, la expresion — podrá 
: ” 


erccer tambien todo lo que se:quiera; y como el valor mayor que po- 
- demos concebir es quando wsea lo menor posible, resulta que como el 
valor menor posible que se puede concebir en x es o, y el mayor que 


. a a . : 
podemos conceb'r en — es co, tendremos que —=00, 6 haciendo a=1 
ne: es : O 
que ¿=00; luego al cero y al infinito les podemos suponer esta otra 
Mr dE : . e o 
forma me y que es lo mismo que sacamos [L. 328]. Ahora, si quisié- 


ramos averiguar qué significaba oxco, pondríamosen vez de o su valor: 
axoo 


a 
en general, y tendríamos —Xo00= ES 
co 


lo que da á entender que quando se halla:en el eílculo una multipti=> 
cacion indicada por los límites de las cantidades que crecen y las que 
decrecen, esta expresiva equivale 4 una cantidad real. 


| ERA : 
Que la expresion — es el símbolo con que se expresa que una Ccan- 
o | 


tidad puede ser mayor que qualquier cantidad dada, se puede tambien 


: : : a 
deducir de esta consideracion. Sea la expresion -—— que sabemos es 
: AA 
U 2 qa d ¿ $ 
he — + > +Sc. continuada quanto se quiera; pues si suponemos 
rara 


a q 
— — =I+1+14 14-110... 


a—a O 
Y como-el segundo miembro indica la adicion continua de la unidad, 
¿Que es el medio con que nos formamos la idea de.los aúmeros, resulias. 


Que a=a, se tiene 


a / EA ó 
que es el símbolo con que se expresa que una cantidad puede ser. 


Mayor que qualquiera otra dada. . 
480 Aunyue sabemos ya que los límites entre que se hallan los va=" 
Tom. 11. Parzx 11. 
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E e . . 3 qe e) 1 * 
lores de las cantidades variables son en general od —ó6 — ¿00 buy 
Lis 00 o 


no obstante las mas de las funciones tienen otros límites expresados por 
cantidades á las quales jamas pueden llegar, aunque á la variable de 
que se dicen funcion , se le den los valores comprendidos entre los lími- 
tes o ¿ co;.esto sucede quando una fancion en su forma actual 6 en 
otra que.se le puede dar, se compone de uña parte constante, y de otra 
yariable que disminuye continuamente acercándose 4 su, límite cero, en 
cuyo caso la parte constante es el límite de dicha funcion. 

Si suponemos , por exemplo , que a es una cantidad constante, y que 
x y z son dos variables que decrecen continuamente acercándose al lí- 
mite cero, a-será el límite. de a—x* y a-+xz;5 pues le corresponden las 
dos ideas del límite. , nes 


' Liar ax k 7 
La funcion — » en la que se supone que x aumenta indefinida- 
xx 4 


mente, tiene tambien por límite 4; pues haciendo la division resulta 
ax a? 


» a a? . .. . 
pero como la cantidad — creciendo x tanto como se quiera, podrá dis-. 
: Xx 0 . , 


: : ax 

minuir tanto como se desee, resulta que la expresion —— se podrá acer- 
xa 

car tanto.como se quiera 4:a.; y ademas jamas llegará á serigual con a, 


ar 
podrá llegar á ser cero., 


pues nunca 
xa 

Hay funciones que reconocen dos límites determinados : uno para quan- 
do la variable decrece acercándose ú su límite o; y Otro para quando 


a mniayrd .  a+bx 
erece acercándose continuamente al límite —. Tal es la funcion 
O C 


+ex 
En efecto, quando x se va acercando á su límite o, la expresion se acerca 

A F A A 
me sin que jamas pueda llegar á serle. igual; y por consiguiente — 
será.su límite. 


Para indagar qual es el límite quando » crece, dividiremos los dos 


a 
bE— 


% 


términos de la funcion por la variable x, y se convertirá en 
y C 

e4— 
ÉS 


: =p I 
la qual se acercará tanto mas á —., quanto x se acerque mas á 40; 
p 
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Y : 0 j (1 e dy] 1% 


PE $ SEDA 


A A y mn , ) gt al » 
de manera que la diferencia entre —— y — podrá ser menor que qual-' 
| ee — o 

0 ES 


pene 0 f , p y k h e q, +3 
 Guier cantidad dada por pequeña que sea; y por lo mismo e será el 


% 


lamite dela funcion propuesta, 00500000 A add 
Si suponemos ahora que 9,5, y,Se, son cantidades constantes positivas;, 

a,h,c,6c. constantes positivas Ó negativas, y que la variable x decrece. 

indefinidamente acereíndose á su límite cero en la serie 


/ 


; . A E 7 A > 
' 109 boblssaiirhgo rem iedia e op z ed 
' a > » el . . o» . 
será ceroiel límite de la suma de dicha serie; por consiguiente, si en 
; Lt A. pu Y IR! 3 : : el 5 Á (64 E y e. á 
$ el mismosupuesto tubiésemos la funcion 4-+ax* +ha +ox +8. 
: representando 4 una cantidad qualquiera independiente de x, seria 4 
su límite. Tambien se ve quesi y aumenta sia fin en la serie 
a 1 e ; : 
Le — A + (ce. su límite Será o; 
ria 187 Pr ls] 29312: EGHAD Pr ebiinas 107 yE Y La HL 
ci AE nta Ah babii $ y 4 si 0 in e, enriesa pr 
y 4 1o será igualmente de la serie d+ — + + PC. > 
107 1 6: Le 
% E e 


491 Entendido esto, pasaremos ú demostrar que en toda serie orde- 
2208 por las potencias de una sola variable, podemos darle á: esta un 
walor tal que un término gualquiera sea mayor que la suma de todos los 
que le siguen. * eS PA 

«Para conseguirlo, supongamos que se tenga la serie SER 

EA BAENA 

todo está reducido 4 probar quéá w se le puede dar un valor tal que 
cada tórmino sea mas de dos veces menor que el antecedente, porque: 
hemos visto [L. 293] que en la'serie O ON 
dada término es igual £' la suma de todos: los que le siguen; y como áqui' 
cada término esla mitad del anterior, se sigue que si en este supuesto un 


-— 


término qualquiera és igual 4 la'suma de todos los que le siguen; quando" 
* * , * y] . E 
: unoqua!lquiera sea menor que la mitad delantecior, un términoqualquiera 


será mayor que la suma de lo3.que le, siguen. Estosupuesto, todo está 
3 0 6 

reducido 4 probar que en la serie 4 Bu +Cx V+bc. 

se puede dará a un valor tal que h 


6 Y 
Ax” Bx Cu 
-— Ba? ¿noe - >Ca?, y Ne >. 
2 


. í p 
mM t » ta) 
4 e 
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Sea primero la serie ascend ante, esto es, supongamos que «<6<y<ke; 
como el caso mas desfavorable es aquel en que los cosficientes 4, B.C. Ge. 
van creciendo, lo: demóstrasemos en-este cazo, y ademas supondremos 
que la relacion de dichos coeficientes sea variable. Representemos por 
Pati y por Quiaca los dos términos consecutivos en que se encuentre la 
mayor relacion de los coz/ivientes. Será necesario darle á 4 un valor 


Pam 5d : 
tal que — > Qanez, luego con tal que se verifique esta circunstancia, 
2 : : 


se tendrá demostrado lo que se deseaba; luego solo nos falta indagar sí 
existe un número que cumple con esta condicion, y caso de que esto.se 
verifique, determinarle. 

Para esto, observaremos que si dividimos esta desigualdad por 47 


e r 


so laa igen ¡Pa edoi? ob sti daa 
tendremos —>(Qx"6Q12< —, que dividiendo por Q da 12< —, 
1 Ga : +A 01053 rota 2 


3 E PB 
ó extrayendo la raíz n será :</ 20 z 


, P 
pero P y Qson dos cantidades dadas y constantes; luego 20 tambien es. 
2 


una cantidad constante, y la raiz an de esta cantidad tambien será una 
«antidad dada 6-que polremos determinar; y como por pequeña que: 
sea esta cantidad podemos consebir en x otro valor menor [L. 325] ,,re- 
Sulta que siempre podemos concebir en x un valor que cumpla cun la 
in 4 Vs ) t Ñ 
xn 
Circunstancia de ser ——>(QxM+2; y por consiguiente que haga en la 
2 ' 


serie que un término qualquiera sea mayor que la suma de todos los que 
le siguen, : 

¿Acrui hemos supuesto: que en los dos términos consecutivos:se dife. 
renciaban los exponeates ea una cantidad qualquiera para mayor gene- 
ralidad ; pero si suponemos que los exponentes solo se diferencien en la 
unidad , la demostracion se hace mas sencilla; pues todo está reducido 


: Pam 
4 indagar el valor que se debe concebir en x paraque ——->Qam+1; 
: 2 


P 
y como dividiendo por 1% tenemos —>Qx, 
2 


P 
resulta que como P y Q son cantidades dadas, la expresion 20 tambien 
2 


j 
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lá AREA P 
será dada; luego podremos concebir en « un valor menor que 70” y 
| 2 


A 


por consiguiente que cumpla con la. circunstancia pedida. 


"Sea ahora descendiente la serie ASS ACNE O 

esto es, supongamos que «>£>y>éo. y que los dos términos consecu- 

tivos en que la relacion sea mayor, sean Paez y Qué, todo estará re- 
Pxmtn | 

>Qati; y como dividiendo por. a “tenemos 


ducido á probar que 


Pxt 


20 — 

2 

— >Q, de donde 11>— , Óx> Q > 
2 ds E | 
a y 
of 
24 k S » . 

resulta que dando ú x un valor mayor que el de' Eo con 


la circunstancia pedida; pero P y Q son cantidades finitas, luego la ex- 
E Ó ' 
presion tambien lo será y su.raiz 1; y como siempre podemos con- 


cebir en x un valor mayor que qualquicra otra cantidad dada, conci- 
biendo que se añaden unidades 4 su valor, resulta que podemos concebir 
en x un valor tal que cada término de la serie sea mayor que la suma 
de todos los que le siguen. Luego el primero será mayor que la suna de 
todos los demas, que era lo que se queria demostrar. 

482 No todas las funciones tienen límites determinados, y como 
puede ser útil algunas veces conocer las que son susceptibles de ello d 
no, vamos á investigarlo.en algunos casos, 


, o 5 
Sea la expresion 4x + Bx +Cx + Ke, ; 
como en todos los términos se halla la variable x, resulta que si x crece, 
crecerá la expresion en la misma razon; si mengua, menguará del mismo 


modo; luego puede llegará ser infinita, d ser cero, y aun á ser negativa 


sino son pares todos los exponentes «,£.y,óc. 
93] a E 
An + Ba + Ca +0. 


__——__—_—_— 


Consideremos ahora la expresion 


1 yo) / 
GAPAB AO +8 
que puede en ciertos casos tener límites determinados; y pera descuW' 
brirlos resolveremos sus dos términos en dos fa. tores, en que el uno sea 
la parte variuble del primer término y el otro lo demas; por lo que se 


«(A HB TIC ke) 


AAA) 


tendrá - . - 
L e — / —- / 
2" (4'+B' EA Es 


- que para encontrar los límites relativos al incremento de x*, supondre= 


73 DEL MÉTODO DE: LOS LÍMITES.: 

mos que la serie del numerador y la del denominador principian por el 
mayor exponente de x, esto es, que «>¿>y>dc. y a >5 >y>ác. 

y distinguiremos tres casos, d saber, quando u>«0<0” y a=0'; 

y atendiendo 4 que Eo, y —0,Ec.6 —a!, y —a! Eo. : 
son negativos y harán pasar al denominador la «* en cada término, la 
expresion anterior se convertirá en peo | : 


>> / e: Ps LY ¡ . 

A—U / B z La ¡ , , . , y Li wii 
(de O 

x 5 , : 
m7 Gi —— para el 1.*r caso, 
A+ de) A +4c: 
a % —Y 
E -B o E 
A+ + +4c. 
== NN 
pe ara el 2.2 

en TP A RS C 19) . - 
O Me AA - —ñctóro; ) 

a—e” + 0 —y ; 

A» 
| B 
A=> a +G4O, 
a— u—] 
y en 5 Gh 3% para el 3. 
00 A o ¿HO 
; A — Y 
RIU de Ya 


Solo la última es la que es-susceptible de un límite determinado é 


Á , 4 ' 
igual con —; la primera puede aumentar indefinidamente, porque en 


quadr pide oi aa! 
el numerador. está el factor comun x que puede crecer tanto como 
se quiera; y lasegunda puede llegar 4 ser tan pequeña como se quiera; 


ds ' 14 LA]. MILE h 
pues se halla en su denominador la cantidad que puede crecer 
tanto como se desee. XA Ñ 

En la investigacion de los límites relativos al decremento de Y, Su- 
pondremos que el numerador y el denominador esten ordenados de 
modo que los exponentes vayan creciendo ; siendo eritónces e y % los: 
mas pequeilos, y designando como antes los tres casos en que se tiene 

, ; a>”», a<a”, o=0”, ; k y) el ¿ sá 
resultará que la funcion propuesta solo en el último caso es susceptible de 


, ¿ : m7 Ea y—0 
un límite determinado; porque las potencias positivas xy ¿Cs 


y, sus correspondientes en el denominador, viniendo á ser menores al paso. 
que « disminuye, las cantidades comprendidas en el paréntesis se apro= 
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ximan sin cesar á reducirse á su primer término, en cuyo caso supo- 


. , Mo F . : eS 3 RRE 
niendo aÑo" se tiene por límite Te 


En los otros dos casos queda una potencia positiva de x« en el nume- 
rador ó en el denominador como factor comun , lo que hace que el uno 
de estos términos disminuye siempre al mismo tiempo que x, y puede 
acabar por aniquilarse ; de donde resultaria para la funcion propuesta 
un valor nulo en el primer caso , Ó mayor que qualquier cantidad dada 
en el segundo. 

Por lodemas notaremos que se encuentra el límite, sea para el incre- 
mento de a sea para su decremento, reduciendo el numerador y el deno- 
minador de la traccion dada, cada uno á su primer término, que segun 
lo expuesto [$ 401] forma eu ambos casos la parte mas considerable del 
valor de estas funciones. 

483 Dos cantidades Ú expresiones que son el límite de una tercera 
son iguales entre sí. Sea x una cantidad variable, y 4 y B dos cantida- 
des constantes límites de a: voy 4 demostrar que son ignales. Porque si- 
no fuese 4=B, resultaria que habia entre ellas cierta diferencia que 
podríamos señalar, tal como K, y seria Y. 8. A—B=K6 A=B+Xk; 
pero siendo B límite de x, no lo podria ser al mismo tienpo 4 por im- 
pedirlo la cantidad K que está en 4 ademas del valor de B; y como por: 
el supuesto 4 tambien es límite de x, resulta que no puede haber dicha 
diferencia entre 4 y B; luezo serán iguales. Este teorema que es el 
mismo que el [1.327] es tal vez el mas fecundo del método de los lími- 
tes; pués para indagar la expresion de una cantidad que no se conoce, 
no se hace otra cosa que ver de que otra cantidad conocida es límite, 
y hallar qué otro límite tiene la cantidad aquella ¿igualarlos. 

Por exémplo, si quisiéramos averiguar la expresion de la superficie 
del círculo, veríamos si el círculo era límite de alguna otra figura; y 
como hallamos “que es el límite de todos los polígonos inscriptos Ó cir- 
cunscriptos, porque siempre podemos inscribir ó circunseribir en un cít- 
culo un polígono regular, de mauera que la diferencia entre su superficie 
y la del círculo sea menyr que qualquier cantidad dada [1 520 y 521]. 
elegiremos:el polígono circunscripto, Veremos qué otro límite reconoce. 
dicho polígono, y encuntraremos que es el de su expresion; y como la 


» PxkR 


superficie de un polígono es igual con —— [1.518], resulta que si lla- 
2 


mamos C 4 la circunferencia, y x ú lo que el perímetro del polígono- 
PxR  (C+x)R 


circunscripto lleva á la cireunferencia, se tendrá — = 
. 2 


3 
2 


y como six va disminuyendo tanto como se desee, el límite de la ex«+ 


(Ca)R CxR 


presion d del polígono circunscripto es E » 
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-h E j He: R m7 4 
resulta que la superficie del círculo y —— son dos cantidadeg que son 
2 » 


límite de una tercera; luego serán iguales entre sí y se tendrá 


CxR 


Superficie de círculo=— 
2 


esto es, á la mitad de la circunferencia por el radio, que es la misma 
regla que obtuvimos en la Geometría [I. 522 cor. 1.?] 

484 Si dos cantidades ó funciones que varian, acercándose continua- 
mente á sus límites respectivos, conservan siempre una raztn constante 
como de a ú b; esta razon será tambien la de los límites de dichas can- 
tidudes 6 funciunes. Cuya proposiciones la misma que la [I. 328] 

Para manifestar el uso de esta proposición averi,uaremos el valor de 
la superficie de Jas tres secciones cónicas, y principlaremos por la elipse. 

Hemos visto [$242] que si desde el centro de la elipse con un radio 
igual al semiexe mayor se describe una circunferencia de círculo, y se 
llaman z,2 á las ordenadas correspondientés ú estas dos curvas, se tiene 


siempre z=—XxZ,02:2::b:4. 
a 


Las superficies de la elipse y del círculo estan tambien en la misma 
relacion. : 
Para hacerlo ver, inscribiremos en la circunferencia BUM'B/ (fig.147) 
un polígono qualquiera, y desde cada uno de sus úngulos tiraremos 
perpendiculares al exe BB”, y juntando los puntos en que estas rectas 
encuentran á la elipse , se formará un polígono que se hallará en lo in-. 


terior de esta curva; uno qualquiera de los trapecios PN.N'P” de este 
€ / 


. PN+P/N” y RER 
polígono tendrá por medida xPP” Ú (x—x")x Ts 
El trapecio correspondiente PMM'P” en el círculo tendrá por medida 
* PMEPM” Dz | 
xPP* 6 (x—a”) ; 
2 


por lo qual será : : 


Z+1Z, 
PNN'P":PMM'P”*: :(x—ax”) a ) ir :Z4Z!; 
2- 2 


y comoz:Z::2":2'::b:a, se deduce que 2+2":24-2'.:h:a; 

por lo que estos trapecios estarán pues entre sí en la relacion constante 
de há a; y las superficies de los polígonos inscriptos en las dos curvas 
estarán tambien en la misma relacion; y como esto tiene lugar qual- 
quiera que sea el número de los lados de estos polígonos, esta relacion 
será tambien la de sus límites; de donde se sigue que designando por 
E y C las superficies de la elipse y del círculo se tendrá 


a deis da E:C::b:a; 
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es decir, que la superficie de la elipse es á la del círculo como el se- 
gundo exe es al primero... 

Si señalamos con w la semicircunferencia cuyo radio es igual á 1, la 


superficie del círculo descrito sobre el exe mayor será sra?, y se tendrá 


para la superficie de la elipse, llamándola E, la expresion E=xab, 


y las superficies de dos elipses qualesquíera estarán entre sí en la razon 
de los rectángulos construidos sobre sus exes. Se llegaria al mismo re- 
sultado considerando la circunferencia descrita sobre el segundo exe. 

La misma demostracion se podria aplicar á dos curvas qualesquiera, 
cuyas coordenadas correspondientes 4 las mismas abscisas tubiesen una 
relacion constante, y resultaria que esta relacion constante seria tambien 


la de sus superficies. 

Como hemos visto [$285] que la hipérbola equilátera es con relacion 
á las otras hipérbolas lo que el círculo es con relacion á las elipses, resulta 
que aplicando á la hipérbola lo que acabamos de decir respecto de la 
elipse , podremos deducir que la superficie de una porcion determinada 
de una hipérbola qualquiera, tiene con la equilátera que tubiese el mismo 
primer exe la misma relacion que el segundo exe al primero. 


Supongamos que se quiere indagar qual es el valor de la superficie de 
una porcion de parábola, esto es, del espacio comprendido poruna rama 
de esta curva y la ordenada y abscisa correspondientes al extremo de dicho 
arco. Consideremos en efecto el segmento APM(big. 148) terminado por 
el arco AM, la abscisa AP 6 x, y por la ordenada PM 6 z. Si se tira la 
recta MQ paralela al exe AX, y la AQ perpendicular, tendremos for- 
mado el rectángulo APMO, en el qual se hallará comprendida la super- 
ficie del segmento parabólico APM, Ahora, si concebimos un polígono 
rectilineo qualquiera MM*M”... inscripto en la parábola, y desde los vér- 
tices tiramos paralelas álas AP y PM, representarán las coordenadas de' 
estos vértices, y prolongadas formarán losrectíngulos PP'M'p,P'P“M”p”.. 
que estarán comprendidos dentro del segmento parabólico ; y los rec- 
tángulos QQ'M'9,Q/0M”4"... que estarán fuera de dicho segmento. Si 
representamos los primeros por P,P*,P”,P%,.... 


y los últimos por p,p”.p”".p”””,.. se tendrá P=x2(x—a*) y p=x'(2—x"), 


P  zla—x! 
lo que da — AA 
E) 
Y como los puntos M,M”,M”,$c. pertenecen ¿la parábola , tendremos 
la zz 2 
AN 


g2 Zz 
22=px,2/2=px”, lo que da =— y x=; de donde x—2'= A 
| P 


y substituyendo estos valores en la relacion anterior, se tendrá 
K Tomo II. Parte II. 
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P — ¿(ax—=x). P aer Mi—x0) +2 

——— A a E ya | da 7 GTO GV eos ir JN 

Perros PAPER zz ' aa —z!) Zz 

a 
Aplicando el mismo raciocinio ¿todos los demaslados del polígono, seten- 
: sciody de sins Berrios Potisalaro chos Tesl: 
drá esta serie de equaciones— = — 2 3% 7779 5 TT 
a Z p! Z P Zz 


y siendo arbitrario el polígono MMM”... se pueden suponer sus vérti- 

ces de manera que llamando Ká una constante qualquiera, elegida á 
: Lia ¿iz q 00 

iS 


Lt ES XK, .... 


arbitrio, se tenga siempre 7 
z 


que dan Pu: RS ad E A CAES 6 


y así sucesivamente; con lo qual tendremos que las relaciones prece-' 
, 7 z pr 3 1H ' , 


z! 


dentes se convertirán en == 2+K >= 20K, — = 2+K.... 
P Pon 
por lo que serán iguales entre sí, qualquiera que sea el valor de Ki; 
lnego tendremos P;p;:P':p': TATU LEO dl: $8 RA 
PyP'+P"+úec. 2+K 


o —Á 


de donde [L- 260, teor Ad E 


El numerador del primer miembro es la suma de los rectángulos ins- 
criptos en la parábola, y el denominador la suma de los circunscriptos. 
Ahora, á medida que K disminuya, la relacion de estas cantidades se- 
áproxIma mas y masá 2; y se puede concebir 4 Ktan pequeña que la 
diferencia sea mnenor que qualquier cantidad dada por pequeña que sea; 
y como en este mismo tiempo la suma de los rectángulos inscriptos se 
aproxima áser igual los segmentos que se hallan dentro de la pará- 
bola, yla suma de los circunscriptos se acerca ú los segmentos exterio- 
res, se sigue que el límite de su relacion es igual 4 la relacion de estos 
segmentos; y representando la suma de los primeros por 8, y la de los 


=2+K. 


segundos, por s, se tendrá -—— =2, 


DA s aa S+s 
lo que da añadiendo la unidad á ambos miembros —— =35 
Ss 


y dividiendo la primera de estas equaciones por la segunda setendrá 
—=! nde S=2(S-E5) ; ¡ 

a ¿de donde S=%(S-+s); 

pero S-+s es la suma de los segmentos interiores y exterióres de la pará- 
bola, que componen la superficie del rectángulo APMO=APxPM—=xxa;5 


y como S expresa la suma de losinteriores que equivalen en su límite. 
al segmento parabólico APM, se deduce que la superficie del segmento” 
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porabólico APM es los dos tercios del rectángulo formado por la abs 
cisa y ordenada. ¡ q 
Las curvas que son tales que se puede señalar así exáctamente el 
valor de una porcion qualquiera de su superficie , se llaman curvas qua- 
drables; por lo que la parábola se halla comprendida en este nÚmero. 
No sucede lo: mismo con la elipse cuya superficie encierra la expresion 
de la circunferencia del círculo, que no se conoce con exdctitud, ., 

485 Sia.es el límite de dos cantidades variables x.y y b el de otras 
dos z,u3 y sesuponeque al acercarse estas vartables ú sus límites respectis 
vos a,b, sea siempre u== 3 >y. y 3=6>z2, los límites a y b serán 7guales. 

Pues siendo siempre en el primer caso U=y y ¿=1, esta proposición 
no es otra que la [483] puesta en, otros términos. En el segundo caso , 


k u : x 5. * ñ . 
supondremos ra 156 y:siéndo o y € cantidades variables 


positivas, cuyos valores respectivos en el límite sean 6; y para cono- 
cer la razon de los límites haremos x é y iguales con a, y. 2 y 4 1gua- 


a 


bh 
les con h; y tendremos — =1 +0, y _ =1+6" 


2 

resultado imposible á menos que no sea 2=Ñ=o=06?; haremos pues este 

supuesto y tendremos del mismo modo que en el cas0 antecedente a=b, 
Por último, observaremos que si se tienen dos funciones F.x. fx de 

una misma: variable x, el límite de la relacion de estas funciones será 

el mismo que la relacion de los límites. 


. 


¡P.x 
En efecto, si la relacion laexpresamos por Q.x, se tendrá ==0.x5 
' hi *< ¿din h 1 > X 3ñ 
ahora, cada una de estas funciones llegará 4 sus límites quando la va- 
beds! a 
riable x llegue al sayo, que supondremos ser a, y tendremos ee =9.4, 


pero Fa=!lím: de F.x, fa=lím. de f.x, y p.a= lím. de Dx, 
: líin. de Pax 

lim. de fx - 
que expresa la proposición enunciada. > 

- Como F.x es una cantidad variable la podremos señalar con z, y por 


luego tendremos <= lim, de, P.%». 


la misma razon podremos suponer /.«=y, y p.=u, lo que us =u 


E lím. de : 
de donde — o == lím. de u,,, 


que expresa que el límite de la relacion de dos cantidades variables es 

lo mismo que la relacion de los límites de dichas cantidades. 

“Estas próposiciónes forman la base del método de los límites empleado 

por los antiguos Matemáticos, entre los quales se distinguió Arquimedes; 

aunque tanto este Geómetra cono los denias ho pusieron en abstracto 

dichas proposiciones, sino que empleaban el mismo raciocinio cada vez 
. que necesitaban de ellas como hemos visto en la Geometría elemental. 
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SA ES DIGRESION 


en que se quadra la parábola por los métodos de Arquimedes, y en que 
se manifiesta el método de Fermat para la rectificacion de la pará- 
bola cúbica. 


486 A proporcion que los métodos modernos nos simplifican los an- 
tiguos y generalizan los resultados á que conducen, se hace mas intere- 
sante el conocimiento de ellos; porque si se reflexiona bien el orígen 
del nuevo cálculo que daremos á conocer pronto , baxo el nombre de 
Cálculo infinitestinal, se echará de ver que no ha sido en su principio 
sino un modo de explicar en abstracto los métodos de que usaron Arqui- 
medes, Fermat , Vieta, Sc. para demostrar todas sus proposiciones 
nuevas. Por esta. causa quando me propuse explicar la Geometría con 
todo rigor'á mis primeros discípulos del Seminario, intenté hacerlo por 
el método de Arquimedes ; pero varié de intencion por las razones que 
expuse en el esc. H de la pág. 20 de mis Adiciones á Bails; y habién- 
dome hecho conocer la experiencia que de este modo faltan los medios 
de comparacion, y no se admira la invencion del Cálculo infinitesimal 
ni se conoce todo el mérito de suinvencion y sencillez , he demostrado 
la teoría del círculo, cilindro, cono y esfera por los métodos de Arqui- 
medes; y por esta misma causa vamos á exponer ahora los dos métodos 
con que este Geómetra quadró la parábola, y el que empleó Fermat 
para rectificar la cúbica. 

El primer método que presenta, es fundándose en su primer libro 
de /Equipouderantibus, del qual pondremos aqui como lemas las pro- 
posiciones que se necesitan para su demostracion. 

L Los graves que pesan igualmente á iguales distancias del punto de 
apoyo son iguales. 

IT. Las magnitudes, sean comensurables 6 incomensurables , equi- 
ponderan ó se ponen en equilibrio á distancias del punto de apoyo re- 
cíprocamente proporcionales 4 los pesos de los cuerpos. 

II. El centro de gravedad de todo triíngulo BVA (fig. 149) es el 
punto C en que se encuentran las rectas VK,BE tiradas desde dos qua= 
lesquiera de los ángulos al medio de los lados opuestos. 

Cor. De donde se deduce que CK=FVK. 

IV. El centro de gravedad C de todo trapecio BMNA (fig. 150) se 
halla en la recta XK que une los medios de los lados paralelos ; pero 
en una distancia tal que se verifique esta proporcion 

XC:CK::2BA+MN:2MN+BA. 

Entendido esto, la primera proposicion de Arquimedes que nos hacé 
al caso es la quarta suya; ú saber ; " 

Sea ABG (fig. 151, 152) un segmento parabólico; y por el medio D 
de la AG concíbase una linea BD paralela al exe ó que sea el mismo 
exe, y tirando la GB, resultará que concibiendo otra linea qualquiera 
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TZ que sea paralela á BD, y corte á las AG,BG, seráDA:DZ::ZT TL. 
Porque si se tira la IK paralela 4 AG se tendrá BG:BT::DG:D2, 
ó elevando al quadrado 
BG2:BT2::DG2:DZ2::DG2:Kl*::[$ 263]BD:BK::BG:BP,- 
por lo qual [ 1. 289] BG,BT,BF son continuo-proporcionales, y se Ve» 
rificará BG:BT::bT:BF, 
de donde convirtiendo con el signo de ambigiedad á un tiempo para- 
que convenga á ambas figuras, y alternando se tendrá 
BG:BT::BG+B1:BT=BF::GT:TF; 
- y como DG:DZ::BG:BT, - 
se tendrá por último DG=DA:DZ::GT:TF::TZ:TI que eraL.Q.D.D. 

Sea el segmento parabólico ABG (fg.153); sí desde Á se tira una li- 
nea AZ paralela al exe, y desde G la tangente GZ, se verificará que 
toda linea KL paralela á AZ quedará dividida de modo que se tendrá 

KH:HL::AK:¡KG. | 

Para demostrarlo , supongamos que sea BD el exe de la parábola , y 
concibamos tiradas las DBE,GBM, y por quanto DB=BL [$ 273] se 
tendrá [L. 477] KIZIL. . 

Tambien por lo acabado de demostrar se tiene KT:1H::AD:DK, 

y alternando será KI:AD::1H:DK::[1.267]KI21H:AD=DK:KIAK, 
Luego duplicando los dos términos de la primera razon , se tendrá 
2KI=KL:2AD=AG::KH:AK::[1.267]KL—KH:AG—AK::HL:KG; 
y alternando se tendrá KH:HL::AK:KG, que era L.Q.D.D. 

Cor. De aqui se deduce alternando las dos primeras razones de la serie 
última, que KL:KH::AG:AK.. 

487 si se concibe el triángulo rectángulo DBG ( fig. 154) en un 
plano vertical, y que se halle en equilibrio con un espacio Z suspendido 
al extremo A de la palanca ABG, cuyo punto de apoyo es B, y tal que 
AB=BG, se verificará que el espacio L será igual á la tercera parte 
del triángulo BGD. ; 

Porque sea BE—FBG, y tírese EC paralela 4 BD, con lo qual ten- 
dremos que el centro de gravedad del triángulo GBD. se hallará en la 
EC, y este se deberá considerar como si estubiese en E en equilibrio 
con Z, por lo qual será [485 11.] y : 
triáng. GBD:Z::AB:BE::GB:BE::3:1, que era L.Q.D.D. 

Al contrario, si Z=1 triáng.BDG se equilibrarán Z y BDG. 

488: Si se considera ahora el triángulo GDA (fig. 155) suspendido 
en B por los dos puntos B,G, y que se halla en equilibrio con un espa- 
cio Z suspendido á una distancia AB=BG , se verificará igualmente 
que el espacio Z=1 triáng. DGH. 

Porque si al espacio Z sele añade el espacio E=Hriáng.BGD, se ten= 
drá que el trióng. BGD se equilibrará con el espacio E; y por lo mismo 
Z+-E se equilibrará con todo el triángulo BHG ; 
luego Z+£=1 trióng.BGH=4 triáng.DGH+3 triáng.BDG; 
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y como E-=1 trióng. BDG será Z=1 triáng. DGH, que era L.Q.D.D. 

489 Si se concibe el triángulo GED (fig. 156) en equilibrio con el 
espacio Z, colocado á una distancia AB del punto de apoyo B igual con 
BS, y el espacio C tal que AB:BE::GDE:C,vamos d demostrar que 4 
es menor que el triángulo GDE, pero mayor que el espacio C. y 

Porque supongamos que el centro de gravedad del triángulo EGD se 
halle en la perpendicular HE, y será [485 UL] Z:triúng.GDL::1B:BA; 
luego Z<triéng.GDE. | 

hora HB:BA<EB:BA::C:triáng.GED;, , 
luego Z:EGD>C:£6D, de donde resulta Z>C que era L.Q.D.D. 

“Lo mismo se demostraria del triíngulo DCG suspendido como Jo de- 
muestra la fig. 157- 

490 Sea la palanca ABG (fig. 158), cuyo punto de apoyo B está. en 
su medio; y concíbase el trapecio BDCH que tiene rectos los ángulos 
en B y H, equilibrado con el espacio 2; vamos ú demostrar que dicho 
espacio Z es menor que el espacio Ll, tal que AB:BH:; trap. BDCH:L. 
Porque si suponemos que el centro de gravedad se halle en la recia 

EF perpendienlar 4 AG se tendrá x Llanes 

trap.BDCH:Z::AB:BE>AB:BH:: trap.BDCH:L; 
luego Z<L que era L.Q.D.D. | 

Tambien se verifica la misma proposicion quando el trapecio es 
DCTR y se halla colocado como lo representa la fig. 159+ 
- Cor. Luego con mayor razon será Z<trapecio BDCH. 

491 Sea la palanca AG (fig. 160), cuyo punto de apoyo se halle en 
su medio B; y concibamos que el trapecio EHOD se equilibre con: sel, 
espacio Z; vamos á demostrar que Z es mayor que un espacio L tal 
que AB:BE:: trap. DEHC:L, y menor qué un espacio M tal que + 

AB:BH:: trap. DEHC: MZ. E 

Porque supongamos que el centro de gravedad del trapecio DEHG 
se halle en la KN paralela 4 ED, y tendremos | 11 
trap. DEHO:Z::AB:BK<AB:BE:: trap.DEHC:L, por lo qual Z>L; 
pero trap. DEHC:M::AB:BH<AB:BK: :trap.DEHC:Z, , 
luego Z<M que era L.Q.D.D. po o e 

Dal mismo modose verifica la proposicion quando el trapecio CDTR, 
está dispuesto como lo representa la fig. 161. 

492 Sea GKB (fig. 162) un espacio parabólico comprendido por 
la parábola y la doble ordenada GB al exe; sí por el punto B se tira 
la BD perpendicular á BG hasta que encuentre á la GD tangente en G 
del arco BKG, se divide la BG en un número qualquiera .de partes 
¿anales BE,EZ,Z4, HL, IG, en los puntos de divisiun se conciben las ES, 
ZT.HV,¿IX, y se unen los puntos F,K,P,O en que estas lineus encuen- 
tran á la parábola, con el G; vamos á demostrar que el triángulo BGD, 
es menor que el triplo de los tr: pecios CE,EZ,HM,NI y del triángulo 
XIG; pero mayor que el triplo de los trapecios ZF,HK,1P y del trián= 
gulo 106. 
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Porque sea AB=5BG, y suspéndanse en A los espacios 0.2.3) 8, QUe se 
equilibren respectivamente con los trapecios DE,SZ,FH,VI, y con el 
triángulo XIG, y por lo mismose tendrá que 0-+6-+-y+34>s se equili- 
brarán con el triángulo DBG que equivale 4los trapecios juntos con el 
triángulo XIG. | 
- Ahora, [486 cor.] GB=AB:BE::ES:EF::triáng.ESG:trióng.EFG; 
tambien se tiene ES:EF::BD:BC::triáng.BDG:triáng.BCG; 
por lo qual será. 
BDG:BCG::ESG:EFG::BDG—ESG: BCG—EFG::trap.DE:trap.CE; 
luego si en vez de la primera razon de esta serie de razones iguales po- 
nemos su igual ES:EF $ AB:BLE, que es igual con esta en virtud de la 
primera, se tendrá AB:BE::trap.DE:trap.CE; 
y como « se equilibraba con CE, se tendrá [490 cor.] trap. CE>xw. Del 
mismo modo se demostraría que trap. LZ>S, trap.Mil>y, trap.N1>3, 
y por último que el triángulo XIG>e; 
luego sumando se tendrá CE+LZ+MH +NI+XIG>«+01-y+l+.. 
- Ahora, siendo trap.SZ:trap.FZ::ES+ZT:EF=+-2Z punto ( porque los 
trapecios de igual altura son entre sí como la suma desus bases parale- 
las ), y ademas se tiene ES:EF::ZT:Z punto: :ES+-ZT:EFW-2 punto; 
resultará, por tener esta proporcion y la anterior comun la segunda ra- 
zon, que trap.SZ:trap.FZ::ES:EF::[486 cor.] AB:BE, y se tendrá del 
mismo modo que antes [491] que trap.FZ<E, 
y que trap.KH<y, trap.PI<35, y por último que triáng.OIG<Ee;3. 
luego sumando será FZ+-KH+PL-016 <6+y40+e3. 
ES triáng. DBG an 
y siendo [$488] «+ S-++y+I+e= ———— se deduce la proposicion. 


“Sila BG no fuese una-doble ordenada al exe, entonces la figura que-. 
daria representada por la fig. 163, la proposicion seria la misma y tam- 
bien la demostracion. 

493 Sea el segmento parabólico BEG (13. 164), y concibamos por B 
una paralela al exe hasta que encuentre á la GD tangente en G; digo 
que dicho segmento es igual al espacio Z=2 triáng.BDG. 

Si puede suceder, sea primero Z<seg.BKG, divídase la BD en las 
partes iguales BC,CQ,QR,RY.YD, de modo que sea el. 
triáng. BGC<seg.BKG— 2, y se tendrá Z<segm.BKG—triáng.BGC; 
tírense desde G las GC,GQ.GR,GY , y por les puntos F.K.P.O en que 
encuentren á la parábola, tírense las ES.ZT,HV,1X paralclas á BD; y 
tendremos que las partes BE,EZ.ZH,H1, IG tambien serán iguales ; 
porque DC:CB::SF:FE::[$486]GE:EB, | 
y DO:QB: TK:KZ::0Z:2B,80./ 0000 | 
de donde resulta que EB es la quarta parte de. GE, y ZB las dos ter- 
ceras partes de GZ,«c. 

Ahora, por quanto BC=C0Q será EBE=EL, y el trap.FZ=trap.FK; 
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tambien por ser Zp=KM, será trap.pH=trap.KP, 
é igualmente trap.pI=trap.PO, y triáng.IGx=0GX; 
luego el triáng. BGC=4 los trapeciosBF-+-FK-KP+-PO+triáng.OGX, 
y por lo mismu Z=4 triáng.BDG<segm.BKG—(trap".BF+FK-+KP=+ 
PO-+triáng OGX) <trap*.FZ+KH-+PL-triáng.01G6, 

contra lo demostrado en la proposicion precedente; luego no se puede 
verificar que Z<segm.BKG. 

Si se dice que Z>segm.BKG, supongamos que se haya llegado al 
triíng.BGC<Z—segm.BKG; de donde segm.BKG-+triáng.BGC<Z, 
esto es, el segmento 
BXG + los trap".BF+-F K+-KP=+-PO-+-triáng.OGX< trián.BDG; 
luego con mayor razon se verificará que los trapecios 
CE+LZ+MH+N I-+triáng.XIG<jtrióng.BDG, 
que es tambien contra lo demostrado en dicha proposicion. 

Luego se tendrá Z= segm. BKG=>3 triáng. BGD. 

Demostrado esto, se deduce qué todo segmento parabólico ABC 
(fz. 165) tiene con el triángulo ABC de la misma base y altura la ra- 
zon de 4 4 3: 

Para demostrarlo, tírese la tangente CF que encuentre en E al exe 
DB, y por A la AF paralela, y tendremos que por ser DB=BE[$27 3], se | 
verificará que triáng- DEC=triáng.AFC=: triáng.DBC=triúng.ABG; | 


pero el segm. ABC=+Htriáng. AFC, | 


luego triáng. ABC:segm.ABG; ¡LAFCHAAFCIAS: 34b 
ó invirtiendo será segm.ABC:triáng.ABC::4:3 que era L.Q.D.D. 

Cor. De aqui resulta que segm. ABC=$triáng. ABC=1 paralelo- 
gramo ACNM5 y espacio parabólico DBC=2 rectángulo DCN B, que es 
lo mismo que hallámos [484]. ; : E 

494 Para determinar geométricamente esto mismo, advierte Arqui- | 
medes que en un espacio cerrado por una curva y una recla, llama hase. | 
á esta recta, altura á la mayor perpendicular que desde la. curva se 
puede tirar á la base, y vértice al punto de la curva desde donde se baxa 
la mayor perpendicular. ] | 

Si en el segmento ABC ( fig. 165*) se concibe desde el medio de la hase | 
la DB paralela al exe , el punto donde esta linea encuentre á la parábola 
será el vértice. 

Porque supongamos que la EF sea tangente de la parábola en B, y 
que se baxe la BG perpendicular 4 AC; y tendremos que por ser EF 
paralela á la base AC, y estar toda la curva debaxo de esta tangente, será 
BG la mayor perpendicular; y por tanto será B el vértice del segmento 
ABC, que era L.Q.D.D. MN 

495 Si en el segmento parabólico ABC(fig. 166) se tiran dos rectas 
DB.FE paralelas al exe, la una tal como la DB desde la mitad de la 
base, y la otra FE desde la mitad de la mitad, setendrá DB:EF::4:3» 

Porque si se tira la EG paralela 4 la base AC se tendrá 

BD:BG::DA2;GE2;::DA?:DF2::4:1; 


A A 
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y, eonvirtiendo,.comparando com la. diferencia ci nodicnos 19 1% De 
será BI): BD—BG=0D=FÉ: 2404131 querera L.QD.Dios 000 0900 
490 Sí en un segmento parabólico. ABC (Ags 167):se inscriben tridn.. 
gulo ABC que tenga la inisma.hase. y Mco, el +erGngulo sODerypro será 
mayor que la mitad del segmento. > - ; 
«Porque. si se concibe da taugente EF, qua poes paralela á la base, y se 
levantan en; Ay. Colas ARCE ¿paralelas al,0x63: Se: de que el. ¡RAE 
lelogramo AEFC=x2 trióng. ABC>seg. ABC, LE.Qal me ap 

10090109 piosgugar lo qa eseg: suis ys onp dro + d ñ SE a 
BOE lo losas, del sa pá ——- . oluomiar lobo? 


¡O 


suma menor que un espacio quala mon a 

497 De elista TO e angosiian ABC (J13. 158). se da untrión= 
gulo ABO y 2 ¿enga la misma De, 2seyy altura! yose inscriben del mismo. 
240 da, Obra, “eruángalos. AUS, biG. ¿,los segmentos que quedan», se veri- 
fi Jard que: el triángulo, ABC ¿aser "¡plo el. ¿odo el segGuios será óetuplo. 
de qualquiera, de losjtridugulos. AE, bss 

Porquesiendo GLDS:ARAB::2:4 y [$495] GH: DB::3: :4, se tendrá 
comparando los anteced: entes de estazados proporciónes Gk GH:i%+35 
de donde resulta que Gl=2IH, y el triangulo IAG== triáng.HAl; por. 
lo que triáng. BAD= =¿1AG=8 triáng. TAH; de donde resulta: que 
tridng., Motor: 2BAD=3 trióng. AHD, que. era L.Q.D. Re 

Gor, 1 A q aqui se "deduce que triing.AHB4-CFB=¿ 2 triáng. ABC. 

«Cor. 2.9 Tambien podemos, deducir que si se tiene un SESMEntO para- 
Bólico ABC (Az. 169) y in número qualquiera de espacios X,Y,Z en razon 
quádr upla, y el espucio mayor. X se.supone igual con, el triángulo ABC 
de la misma base y, altura que el segnentoy,se tendrá que todos, estos. 
espacios, son, menores que el segmento ABC... : 

Porque si en los segmentos AHB,CLB se inscriben los triángulos 
AHB,CFB de la misma base y altara, y Otros del mismo modo en los 
segmentos APA,COF,HMB,FNB, se tendra que 
triíny.s AMS +CFB=4 triáng. AnC HE 
del mismo mody se tiene 
triángs. APH+-UMB=jg LAMB, y iángr. COP+PNB=40FB5, 
por lo que... dá.olu 
e ps eb ACOMLENBOE A 13 HA CB=Y=2; 

y como estos triádn gulos juntos: sul menes gue. el segmento ABC, r£- 


sulta que los espacios X,Y,Z tambien serán menores. 
L romo 1. Parre 11, 
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498 Si se conciben las magnitudes D,C,B,A,' en raxon quádripla y” 
esto es, talés que D:CBYAc064 60404 2 UA bas 
se verificará que DEC+BHA+HA3D004033 0 
porque siendo: D=4C será ED=4C=0+4403 0 000 II 
y del mismo modo se tendrá ¿C=B+-FB, EB=A4+445 > 00000000 
luego será D=C+B+EB=C4B+-4+-L4A y FD=D+C4-B44-4434; 
de“donde poniendo en proporcion se tendrá DC+BA- AAA DIA 03 
que era L.Q.D.D. A a MA pul es Gal 191 

Cor. De aqui resulta que la figura inscripta en el segmento es menor 
que $ del triángulo ABC; pues se compone de las magnitudes: X,Y,Zi 
en la razon de 4 4 1, de las quales la mayor X' es igual al triáng. ABC. 

499 Todo segmento parabólico ABC(fig: 169) es igual ¿$ del trián- 

gulo. ABC que tengala misma base y altura: bo 0 

Porque supongamos Z=*$ triáng. ABC, y si puede suceder sea pri-" 
moto:segr ABC>2Z, inseríbase en este la figura APHMBNFOC com- 
puestade triángulos, de manera que RO parra O ARO NI 
segm.ABO—tig. APHMBN FOC<seg.ABC—Z, 
y se tendrá Z<tig. APHMBNFOG; 
pero. esta figura es menor que $ triáng. ABG, luego con mayor razon 
2<3 trióng. ABC contra el supuesto. | E , 

Supongamos que segm. ABU<Z, y concíbase una serie de magnitudes 
que. decrezcaán en progresion quádrapla, principiando por el triáng, ABC. 
y terminando en w , de modo-que-sea v<Z—segm.ABC; y si llamamos 


Ya, 
3 


Az OmIhrao 


: : w 
S á la. suma de dichas magnitudes, se tendrá [$ 498] S+- —= Zs 
por lo que SRUIOS —segm. ABC; 


de donde resulta que el segmento ABC<S) contra lo demostrado en el 
corolario antecedente; luego si el segmento. ABC. no puede ser mayor 
ni menor que $ triáng.ABC, resulta que será igual, que era L.Q.D.D. 

Cor. De aqui resulta 1. que sipor B se tira la FG (fig. 170) paralela" 
¿ AC, y se concluye el paralelog.AG, será segm.ABC=3 paralelog.AG; 
porque triáns.ABC:paralelog.AG::3:6, y triáng.ABC:segm.ABC::3 145 
lucgo comparando los conseqtientes de estas proporciones , se tendrá 

; paralelos. AG:segm.ABC::6:4, | 

de donde segni. ABC=* paralelog. AG=2 paralelog. AG. + 
2.2 Semisegm. ADB=2%ADBF, y AYBF= ADBF=¿ semisegm. ADP. 
3.2 De aqui resulta el poder construir fácilmente un quadrado igual con 
el segmento. Porque si se prolonya DB hasta E, de modo que se tenga 
BE=1BD 6 ED=*BD, y se tiran las EA,EC, resultaria que el trián= 
gulo AEC= al segm,ABG; y construyendo un quadrado igual al trián- 
gulo AEC será igual con el segmento parabólico. 

5oo Entendido esto, pasemos á rectificar la parábola cúbica por el 
método de Fermat. 
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- Este Geómetra principia su disertacion diciendo: »Aun ¡o han cóon- 
seguido los Geómetras , á lo menos que yo tenga noticia de ello, el rec- 
dificar exdctamente una curva que sea puramente geométrica, Pues lo 
que aquel sutil Matemático ingles descubrió y demostró no hace mu- 
cho, á saber, que la cieloide primaria era quádrupla del diímetro del 
círculo ¡generador , esto parece que tiene su limitacion segun el parecer 
de Geómetras muy Goctos; pues estos aseguran. que Cs tal la loy y; óx- 
den de la naturaleza que no permite que se halle una linea recia igual 4 
“uña curva, sin que de antemano, se haya supuesto otra recta igual ¿otra 
curva. Lo qual hallan, y nosotros no lo negamos, que se verifica efecti- 
vamente en el exemplo propuesto de la cicloide; pues consta que la des- 
cripcion dela cicloide necesita de la igualdad de otra curva con una recta, 
esto es, exige que la circunferencia del círculo generador sea igual. con 
la recta:que, sirve de base, á la misma cicloide. Más: nosotros haremos 
ver.quan verdadera sea esta ley de la naturaleza que establecen, y quan 
peligroso el pasar de uno que otro experimento ú establecer inmediata- 
mente un axioma. Pue3 demostraremos que una curva Verdaderamente 
geométrica, y. para cuya construccion no se suponga que ha precedido la 
igualdad de tal 6. tal curva con una recta, es igual 4 una recta dada, y 
lo executaremos con la posible brevedad.» : 
La primera proposición que demuestra es : Sien una curva qualquiera 
AHMG (fig. 171) que sea curva solo respecto de:un parage, por exent- 
plo, una de las infinitas parábolas en que las tangentes concurran con 
la base. AE y con el exe FG fuera de la curva, se toma un punto qual- 
quiera Y por.el quese tire la tangente IHK, en la que tomando de una 
y otra parte los puntos: K é 1, se baxen las perpendiculares IB,KD dá la 
base AF que corten á la curva en los puntos Ry M.: digo que la parte 
HI dela tangente es menor que la parte decurva RH; y la parte HK 
de. la tangente es mayor que la parte de curva HM. 
Porque encontrando la tangente KI 4la base AF fuera de la curva, 
el ángulo CHI será agudo, y la perpendicular que desde E se tire 4la 
BIV caerá por mas arriba de los puntos R,I; y será HV<HI, y Hi< 
que la recta REL; y como la curva HOR>HR. se deduce que con mayor 
razon curva HOR>HI. Ahora, desde el punto K concíbase la misma 
curva la tangente KN, y báxese la perpendicular NE, y tendremos por 
lo acabado de probar que la recta KN< curva NPM; pero segun Ar- 
quimedes (*) la suma de las tangentes HK,KN es mayor que todo el 
e IEA II 
(*) El autor cita aqui á Arquimedes, el qual pone por 2. axioma 
esta proposición en el 1.21 libro de Spheera et Cilindro. Esta proposicion 
no es un verdadero axioma como hemos dicho [Y. 338 nota]: conociendo 
que toda la Geometría tanto elementul como sublime tienen por base.á 
esta proposición , traté de demostrarla, lo que hice por primera vez en 
mis Adiciones á la Gcometría de D, Benito Bails. 
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“arco de curva HIN5 luego Ja parte HIK de'la tangente es'mayor que la 
“curva HM que era D.Q.DID.. 100000 55 201 01099 
“Cor. De aqui se sigue que si desde los puñtos K € Tse tiran perpen- 
dículares al exe que encuentren á la curva en los puntos O y P, se ve- 
'rificará que la tangente HI> curva HO, HK=< curva HP. Porque si se 
“concibe invertida: la figura de modo que el exe se transfiera al lugar de 
“la base, no solo sérá semejante en este caso la demostración sino que 
EA AI 20 SAO E IEA Sr Nica si 30 190 
* De la misma construccion se deduce igualmente que si las rectas BC 
"y CD son iguales , las partes HIHK de la tangente serán tambien 
“iguales entre sí.' ; | 10 9 HOLAS V 
«Para la medicion de las lineas curvas no usamos , dice Fermat, de 
"figuras inscriptas y circanseriptas' 4 la manera de Arquimedes, sino 
“solo de circunsotiptas, compuestas de partes de tangentes, manifestando 
¡dos series de tángentes de Tas que La“una es mayor que la curva, y la 
-ótra menor, pues parece esto mas fácil y elegante á los analistas. Y así, 
“decimos que es posible, como quiere Arquimedes, circunscribir á qual- 
quiera de las curvas dichas “anteriormente, dos figuPas que: se compon= 
gan de rectas; de las qualés la “una exceda ú la curva en un intervalo 
menor que qualquiera otro dado, y que la otra'se halle excedida por la 

curva en cun intervalo tambien menor que otro qualquiera' dado. 

Sea APTYNOH'(fig. 172) una curva de las dichas; divídase la base 


AG en un número qualquiera de partes iguales AB,BC,CD, DE,EF,FG, 


y desde los puntos B,C.D,E,F,G levántense las perpendiculares BQ,CV, 
DZ,ER,FM.G! que encuentren á la curva en los puntos P,T,Y,N,0.” 
Concíbanse tambien las tangentes AQ,PV,TZ, YR,NM;O0I, y 
'y tendremos por la primera proposición / 


AQ>AP, PV>PT, TZ>TY, YR>YN, NM>NO, OI>0H; 
luego la figura compuesta de estas tangentes será mayor que la curva: 
Ahora, en la misma curva que para mayor claridad representaremos 
en la (fs. 173), dividamos la base AG'en el mismo número de partes 
iguales en los puntos A,B,C,D,E.F; y desde ellos levántense las perpen- 
diculares AT,BR,CQ,DO,EL,FI, que encuentren á la curva en los pun-= 
tos S,P,N,M,K ; desde el punto $ en estafigura concíbase la tangente ST 
que encuentre á la perpendienlar AT, y en los puntos P,N,M,K,H, 
concíbanse las tangentes PR,NQ,MO,KL,HI que encuentren á las per- 
pendiculares BS,CP,DN,EM,FK en los puntos R,Q.,O,L,I, y tendremos 
por la 1.? proposicion ST<AS,PR<P3S,NQ<NP, MO<MN,KL<KM, 
y la última TH (que es paralela 4 la base) <HK. Luego la figura que 
se componya de todas estas tangentes será menor que toda la curva. 
«Ahora, como porel corolario de la proposicion primera, las partes 
de las tangentes que desde un mismo punto de la curva se toman á uno 
y otro lado son iguales, por serlo las partes de la base, se deduce que 
como las figuras 172 y 173 representan la misma curva se tendrá que 


O a 
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“Ja parte ST de la 2.* es igual a la PV de la 1.* pues el punto S en la 2.* es 
-de todo punto el mismo que el P de la 1.*, y las partes AB,BC de la 


“base son iguales en ambas; luego se tendrá ST=PV, y del mismo modo 
PR=TZ,%c. por lo que resulta que sclo la 1.* de la fig. 172 y la úl- 
tima de la 173 es la que no tiene igual en la fig. opuesta. Luego el exceso 
que la figura 172 lleva 4 la otra es el que la tangente AQ lleve á la 
tangente 1H; pero la recta 1H de-la fig. 173 es igual con FG=AB; 
Juego la fig. 172 compuesta de las tangentes que son mayores que los 
arcos de curva, excede á la fig. 173 compuesta de las tangentes meno- 
res que los arcos de curva en lo que la tangente AQ excede á la parte 
¿AB correspondiente de la base, 
Y así, si' queremos circunseribir á una curva dos figuras que la una sea 
“mayor que la curva y la:otra menor, pero que se diferencien en un in- 
tervalo menor que qualquiera otro dado, será muy fácil la construc- 
cion; pues siendo dada, por el método ya conocido de las tangentes, la 
tangente del punto A , será dado el ángulo QAB; y como el ángulo 
QBA es recto, queda determinado el triángulo, y porlo mismo es co- 
nocida la: relacion de AQ:AB.. Pero se ha de observar que la division 
de la base se haga de:tal modo que la diferencia de las rectas sea menor 
que qualquiera otra dada; lo. que conseguiremos buscando dos rectas 
que esten en la relacion dada, que se excedan en una recta que sea me= 
nor que la dada. Este problema es fácil, y se ha de procurar que la por- 
cion AB de la base no sea mayor que la menor de las dos que satisfa- 
cen al problema (*). : 

Y habiendo hallado de este modo dos figuras circunscriptas á la curva, 
una mayor y otra menor que la expresada curva, que se excedan mutua= 


mente en un intervalo menor que qualquiera: otro dado, con mayor ra- 


zcn la mayor de las circunscriptas excederá á la curva en un intervalo 
aun menor; y la menor de las circunscriptas será excedida por la curva 
en un intervalo aun menor.. 

Y así, por nuestro método, se-veque por una: doble circunscripcion 
se consigue lo que porel método de: Arquímedes, quando se trata de la 
medicion de las lineas curvas. Lo que basta se haya aconsejado y de- 
mostrado una sola vez. , 

5o1 Esto supuesto, se puede establecer con toda seguridad que se 
Puede hallar una curva verdaderamente geométrica igual á una recta 
AAA IE TES 

(*) Para esto basta dividir Ta base AB en dos partes iguales, y lue= 
80 en otras dos, Pe; pues en este caso la diferencia se hará dos veces me- 
ñor á cada operacion, y resultará lo que se enuncia en virtud dela pro- 
Posicion primera del libro 10%. de Euclides que es la que nosotros hemos 
Vuelto á introducir en los libros elementales por las razones expuestas en 


la nota de la Página 59 del quaderno de exámenes del Seminario del 
año de 1804. ' / 
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dada; y esta es aquella parábola en que He verifica quelos cubos de las 
ordenadas al exe son entre sí como los quadrados de las abscisas; y pa- 
raque los Geómetras no duden de ello, lo demuestra Fermat en estos 
términos. 
Sea MIVA (fig: 174) la parábola indicada, cuyo vértice sea A, el 
exe AN, y en la qual tomado qualquier punto 1, y tiradas las perpenr 
diculares ú ordenadas MN,IF al exe, se tenga MN3:123;¡NA2:¿PA?2: 
vamos á demostrar que la curva MIA es igual á una. recta; y si á la 
relacion constante de MN3:NA2 la llamamos p se tendrá 
MN3:NA2=p, 6 MN3=pxNA? 6 23=pa? 5 
y determinaremos el parámetro p por esta 4. proporcional x2:22::x:Ps 
que sesupondrá representado por la AD perpendicular 4Ja misma AN. 
Concíbase la tangente 1OL en el punto [, y tendremos por el método 
de las tangentes (*). que FA=2AÉ y por tanto | 153 
FE:AF::3:2, y EF2:AF?:9:45 
ahora, quitando de ÁD su novena parte CD, 
y dividiendo lo que quede en dos partes iguales en B se tendrá 
DA:AB::9:4::EN'2:AF2, por lo que ABxEF2=DAxAF2IE35 005. 


*) El método de las taugentes dá que se refiere Fermat , es un mé 
todo nuevo que él. habia inventado para tirar tangentes 4 las curvas, 
Con el objeto de darle á conocer y de manifestar que en efecto FA=2AE, 
vamos á aplicarle á esta parábola cúbica. 

Supongamos que BD ( fig- 174 *) sea la parábola de que hablamos; 
BE una tangente en B que encuentre al exe en E; sí por un punto 
qualquiera de esta tangente tal: como O se haxa la Ol perpendicular á 
GE, y por B se baxa la ordenada BC, setendrá que GD2:D12>BC3;015; 
pero como por la semejanza de los triángulos se tiene a 

BC3:013::CE3:113 resultará CD2:DI2>CD3:1E3; 
ahora, por suponerse que el punto donde se quiere tirar la tangente es 
un punto dado, serán conocidas las coordenadas DC,BC; y llamando D 
á'la DC, 4 á la CE, y E ála Cl, se tendrá 

D*(D—E)>43:43—3d*E+3AB>E3 á 
y multiplicando extremos y medios será 

D:43—342ED*+34E*D?—E3 D2>D243—2 DE 43+ E243, 

que suprimiendo lo que es comun se convertirá esta expresion en 
O 42ED?+34E2D2-E3D?>E2:4d3—2DE43 z 

y dividiendo por E será 34ED?—3 4 D?—E2D?>E43—2D45, 

con esta preparacion el método de Fermat consiste en suponer ahora 
E=o, convertir el signo de desigualdad en el de igualdad y determinar 
el valor que resulta para Á; 

luego executando esto se tendrá—342D?2=-—2D43, 

que da 3D=246 A=3D; por lo qual CE=34DC 6 DC=1CE, 

de donde resulta por último DE=¿CE y DC=:2DL. : 


a 
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luego se tendrá AMS USARAN AOSTA ? 
EF2:IP2::1":AB'y componiendo EF2+1P2=IE*:1F2::IF+AB:AB; 
más si se tira desde la 1H perpendicular á la base, y otra perpendicu- 
lar qualquiera GQVO que encuentre 4 la ordenada IP en OQ, á la curva 
en V y á la tangente en O, se tendrá 102:1Q2=HG*::1*:1F2; 

como estas dos proporciones tienen una razon comun, formando propor- 
cion con las otras dos razones, se tendrá 102: HG2::JF+AB:AB. : 
"De aquí se sigue que si' la recta MN se pone á continuacion de la 
recta NX=AB, se tendrá siempre 102:HG2::HX:NX, : 
ó corao 4 causa de las paralelas YR.IH,OG se tiene IO; HG::IY:RMH, | 
resultará 1Y2:RH?::HX:NX. : 

Supongamos aun que sea AXE (fig. 175) la parábola cuya equacion 


es ¿3=pa?, en que supondremos que AD sea el parámetro, CD la no- 


vena parte de este y AB la mitad de BC; y supongamos que se divide 
la base El en quantas partes iguales se quiera E F,FG,GH4,H1, y en los 
puntos F,G,H levántense las perpendiculares FX,GY,HZ que encuentren 
á la curva en los puntos X,Y,Z. Por los puntos E,X,Y,Z tírense las tan- 
gentes ER,XS, Y T,ZV que encuentren á las perpendiculares FX,GY,HZ, 
IA. prolongadas, en los puntos R,S,T,V. Colóquese la IK=AB á conti- 
nuacion de la El y tendremos ? 

y 2V?2 .0PP::HKK:KI; YT?¡GH?::GK:Kl; XS*:FG?::FK:KI;, 

y. por último ER2:EF2::EK:IK, ? 

Esto supuesto, levántese en K la KL perpendicular á EK, y hágase 
KL=KI=AB); concíbase por el punto K como vértice y con el exe KE * 
descrita una parábola vulgar KMQ, cuyo parámetro sea KE; y prolón- 
guense las FX,G Y ,6c. hasta que encuentren á la parábola en Q,P,O,órc, 


con. lo qual tendremos por lo dicho antes. 


2V2:H12;:HK:1K:: HKxKL:IKxKL: : (porla propiedad de la parábola 
Y por ser IK=KL)NH2:KL2, y por lo tanto ZV:Hl::NH:KL. 
] : YT:GH::0G:KL 
Del mismo modo demostraríamos que 2 XS:FG::FP:KL 
y por último que ER:EF::EQ:KL; | 
Y multiplicando extremos y medios en estas proporciones se tendrá 
NHxHE=KLxZV, 0GxGH=KLxYT, PFxFG=XL1xXS , 
Y por último EQxXEF=-KLxER, | 
Entendido-esto, vamos á probar que el segmento parabólico EQMI 
es igual al rectángulo que se forme por la curva EXA rectificada y 
Por la recta dada KL. : 
- Pará demostrarlo, fórmese segun Arquimedes [499] un rectángulo 
rta dada KL y unalinea BB (fig.176 y 177) que tea igual con 
cho segm. EQM!. Si probamos que la recta BB es igual 4 la curva 
“XA, constará nuestra proposicion; y así. digo que la recta BB es igual 
Con la curva EXA, Sino es igual será muyor Ú menor. Supongamos 
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1 . que la recta BB sea mayor que la curva EXA, y que sea el exceso; 
si.le hay, la recta. AA: Segunlo expuesto 500, podemos circunscribir d: 
la curva EXA una figura compuesta de tangentes que exceda¿ la curva, 
en un intervalo menor que la recta AA. Supongamos hecha esta circuns-; 
cripcion, y ensuna figura separada que supon remos ser la,176, y Se, 
tendrá que esta figura: compuesta de,las ER,X5,YL,4V será mayor que, 
la curva EXA; ahora BB es mayor que la curva.por. el supuesto, y. 6xuer, 
diendo la figura circunseripta áda,curya, en un ineryalo, menor, que el 
que BB lleva á la-curvay se-deduce queda, ligura circumscripta es menor, 
que la recta BB. Y así, el rectángulo formado por Ki, y por el períme= 
tro de la circunseripta es menor qué el rectángalo formado por KL y. 


por BB. Pero el rectángulo furmado por KL y por BB es igual al seg. 
parabólico EQMI; luego el rectánguio formado, por EL y por el perí- 
metro de la circanscripta es menor que dicho segici to parabólico. Más 
acabamos de probar que el rectángulo formado por KL y por Ja porcion, 
de tangente ER es igualal rectángulo de QE y EF; que el de KL y 
XS es igual al de PFy FS; que el rectánguio de KLé YT esigúal al de 
G y GH, y por último que el rectáng. de KE y ZVesigual al rectáng. 
de NH y 11; luego el rectángulo forimado por A Ly portodo el con- 
junto de tangentes de la figura 'circunscripta es igual á la suma de log 
rectángulos formados por QU, EF, por PL, Lu, por,QG,GH, y por NH, 
HI. Pero si á las rectas FP,GO, HN, LM que decrecer 4 proporcion que 
se acercanal vértice de la parábola coatiniadas, se-tiran las perpendicu- 
Jares QU, PO, 01, NO desde los puntos Q;P,O¿N, tendremos que el 
rectángulo QEFP es igual al rectángulo formado por QE,EF, el OF== 
al de PE,FG, el. AG al de 06, Gil, y porúltimo el OH igual con el 
formado por NEL: HL Luego el rectángulo formado por KL y porel 
conjunto de tangentes que componen la figura circunscripta es igual á 
los rectángalos PE,OF,AG.QH. Y como teníamos probado que el. rec- 
tángulo formado por KL. y por la figura circunscripta es menor que el 
segmento parabólico EQMI, resulta que la suma de los rectángulos P'E, 
OF,AG,0H será menor que dicho segmento parabólico : lo que es ab- 
surdo, pues dichos rectángulos componen una figura circunseripta alseg- 
mento: que es mayor que el mismo segmento. Y así, la. recta BB no es 
mayor que la curva EXA. eE AN 
Tampoco puede ser menor; porque sisaponemos que la recta BB sea 
menor que la curva, y que el exceso sea AA, podremos circunscribirle 
una figura compuesta de porciones de tangentes menores que las partes 
correspondientes de la curva EXA (Gig. 177), tal que el exceso dela curva 
sobre esta figura sea menor que el imervalo 14. Y si se supone que esta 
sea la compuesta de las tang* AR, YS, ZT, AV. se tendrá que siendo la 
curva mayor que BB en el iuiervalo AA, y superando la misma curva 
á la circonseripta en un intervalo menor que AA, será la figure circuns- 
cripta mayor que BB; y por tanto el rectángulo foimado por Nu, y por 


Ñ 
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el conjunto de tangentes de la circunscripta será mayor que el segmento 
parabólico EQMI. Pero el rectángulo formado por KL y dicho con- 
junto de tangentes es igual, por lo que hemos demostrado antes, á los 
rectángulos formados por PF,FE, por OG,GF, por NH, HS, y por ME 1H, 
pues: RX2:EF2:FK:IK=KL::FKxKL:KL2::FP2:KL2, "> 
de donde RX:EF::FP:KL que da XARXKL=EEXxEFP, 

y así de los demas. Y siendo el rectángulo formado por KL y porla fi-> 
—gura circunscripta mayor que el segmento parabólico EQMI, resulta 
que la suma de los rectángulos formados por PF,FE, por OG,GF, por 
N H,GH, y por MI,HI, es mayor que dicho segmento parabólico ; pero 
titadas las. PD,O0¿N.A,MOD, perpendiculares á las EQ/FP,OG,óc. 
ó paralelas á la base, estos rectángulosserániguales á losPE,OP,NG,MH. 
Luego la.:suma de todos:aquestos rectángulos será mayor que el seg- 
mento parabólico, lo que es absurdo ; pues dichos rectángulos forman 
una figura inscripta en dicho segmento , y por consiguiente menor que 
él. Luego la recta BB no es meñor que la curva EXA. Y no siendo mayor 
mi menor serdáigual con dicha curva. q 1011 OS 

502 De lo' demostrado 'ya se deduce que con la misma facilidad se 
puede demostrar que qualquier segmento parabólico EQPF tomado del 
primero, es igual al rectángulo formado por la recta dada KL y la curva 
EX. Y por tánto si en la basese da un punto qualquiera tal como F, 
siendo conocido el valor del segmento parabólico EQPY en figuras rec- 
tiliaeas por lo demostrado por Arquimedes, setendrá tambien el rectán- 
gulo formado por KL y porla porcion EX de curva; y como es conocida 
la recta KL se deduce que tambien lo será la curva EX. Luego dado un 
punto qualquiera en la base tal como F, se puede hailar la porcion de 
curva que le corresponde, y queda demostrado que se puede hallar una 
recta igual con esta curva. 

“Hemos supuesto la construccion de la parábola vulgar para manifes- 
tar la posibilidad y certeza de nuestra proposicion; y con el fin de que 
no se crea que para hallar una recta igual con la curva EXA, es nece- 
sario construir la parábola simple, en cuyo caso el problema seria só- 
lido, trata Fermat de hallar una recta que le sea igual, usando solo 
de lincas rectas y de circunferencias de círculos , lo que le parece. se 
Consigue del modo siguiente. 

Supongamos para esto la curva parabólica DAC (fig. 178) que tenga 
Por equacion z3=a%?, y que séa conocida la altura ó abscisa AB, y la 
Ordenada $ semibase DB; digo que se puede obtener una recja igual 
con la curva DAC por un cálculo puramente geométrico. Porque sea 
YA el parámetro, quítese de él la novena parte EO, y hágase la YK 

“ Agual con la otra parte AE; á continuacion de KY póngase la KX igual 

la ordenada ó semibase DB. Sobre YX como diámetro descríbase el 

semicírculo Y'T'X, y dividida la recta YK en R en dos partes iguales 

€vántese la RT perpendicular que corte al semicírculo en T. Tómese RV 
M Tono 11. Parte ll, 


¿Ale ayu 
pastos aca > 
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igual úla récta RT, y sobre VX como diámetro descríbase el semicírculo 


VOX, y levántese en R la perpendicular RQ hasta que encuentre en Q 
á dicha circunferencia. Sobre las rectas RQ,TR descríbanse las semi- 
circunferencias RGQ,TPR, y colóquense en ellas las rectas RG,TP, que: 
cada una sea igual con! RY; y tiradas las rectas QG,RP, digo que la.re- 
lacion que tiene la curva parábolica DAC: con la base: DBC és la misma 
que la. del daplo del quadrado de la:recta: QG al triplo del quadrado: 
delarecta RP, y por tantoes dada, Y así, si se hace 3 RP2:2GQ2: “DC:1H, 
la recta 1H que resulte de esta construccion será igual á la curva para- 
bólica: DAC. 0100 ornompozs pLOX AA oq E 

Despues pasa el:autor 4 dar Á conocer: otro infinito númérode pará- 


Son, y At Al 


bolas que construye por medio de esta, que todas:svn geométricas y: req= 


tificables;.en lo que no nos detendremos; porque lo- dicho basta para! 
nuestro Objeto. TE d odvisg eins 

Del Cálculo-de las Diferencias... ás 

ar óÓbisa 6 2 Adal 57119219) TD 9 GMUASIIT ios nf,1 

503 Hasta aqui no hemos considerado en. las funciones: sino, su des-; 
arrollo ,; y hemos investigado, sus límitos,ahora: nos vamos 4 ¡ocupar 

de sus incrementos ó decremertos.. Sabemos por, la. idea que tenemos. 

de funcion que si la variable se altera, se alterará la funcion; y por lo. 

mismo tratamos de determinar quál es. el incremento:ó decremento que: 


to] 


ua 3 


sobreviene á la funcion , dado, el que sobreviene: 4isu tariablevos (bis: 


_Si.una Cantidad ¡variable tal «como a; aumenta /ó disminuye y se lega: 
á convertir,en Ek. la cantidad indeterminada k que esla que ha. 
causado:su.aumento ó.su disminucion,.se Hama el incremento. la dife- í 
rencia finita, ó simplemente la diferencia de dicha' variable. Del mismo. 
modo:si variando z llega á ser z==h,la cantidad indeterminada /se llama 
la diferencia de z, cuyas diferencias serán positivas ó negativas Segunxy 3: 
hayan aumentado. ó disminuido. Pero como,muehas; veces: se; ofrece. con- 
siderarenuna misma qiestion. las diferencias de, muchas variables y sus : 
funciones , á fin de expresarlas con; mas, sencillez, y guardar uniformi-: 
dad , se hace uso de un-signo,general A que .es.la delta griega, -ante=» 
poniéndole 4 la variable, cuya diferencia se quiere expresar ;:así,, en 
lugar de -Ek se suele escribir 4%; y Az en lugar de -Eh; cuyo! 
signo tiene ademas la ventaja de manifestar inmediatamente el orígen w> 
ó z de dichas diferencias. : y rod 013904 socia dro 

Las varias potencias (Ax)2,(Ax)3,(Aw)48e:de la diferencia de una can-: 
tidad variable x, se expresan mas sencillamente por 4Ax2,4x3,4x4,8 0,5 
y paraque estas diferencias nose tomen por las diferencias respectivas: 
de x2,13,104,8c. se denotan estas por A.12,4,x3,4,x%4, Go. 

Entendido esto , pasemos á resolver este-problema. 

Dada la diferencia de una variable, encontrar la de la funcion, 

Res. y Dem. Substitáyase en la función en'vez'de la variable la va-" 
riable mas ó menos su diferencia, y de esto réstese la funcion primitivas-- 


A A A a E A 


a 5 Mi 
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y'se tendrá la diferencia de dicha funcion. En efecto y sea ¿=f.(4), si 
suponemos que x se convierte enxtAx, 2 variará y se convertirá en at 
luego se tendrá ¿(y Ax) Leds : al: 
luego si de esta equacion restamos la primera, hallaremos el incremento 
de dicha funcion ,, y será 2 —=f (uds) —f.(x); 


pero como z al variar x ha padecido por precision un incremento ó de- 
cremento , resulta que z” será igualá z+4z, luego el primer miembro 
se convertirá en z'—2=z+4z—z=4Az ; 

por,lo qual tendremos Ar=f(1 Ax) f(x). 

“No damos aqui 4 Az el signo de ambigúedad, por no exponer á equi- 
vocaciones creyendo que si se tomaba el signo + de +4x se habia de 
tomar el + de +42; y así, aunque Az en unos casos será positiva y en 
otros negativa, quedará esto determinado por el signo que resulte para 
el segundo miembro... 0 | EA h. 

Ahora, solo falta determinar la forma que tiene f.(x) y desenvol- 
verla despues de haber substituido «+ Ax en vez de x, y del todo restar 
lá funcion primitiva; por lo. que aplicaremos esta resolucion á las funcio=" 
nes mas interesantes tanto algebráicas como trascendentes; pero antes 
manifestaremos que si una constante afecta á una funcion por via de 
multiplicacion ó division, esta constante afectará del mismo modo á su” 


; a a 
diferencia; porque si se tiene ¿==> f-(x) será 2= A 


Ou; sldairor ge si sh Epa 430,201 a ya 
y Arz —=a= da EEC A)=35L Ja =Ax)— FIERA fa): 

" Si la constante afectase á la funcion por via de suma Ó de resta, des- 
aparecerá de la diferencia ; porque si fuese ¿=f.(x)+a, como las can- 
tidades constantes no aumentan ni disminuyen, en un mismo cálculo se. 
tendrá ¿¿=f (XLAR)ÍA ro de og 
de donde Ar=x'—2=f(x Ax) ta (0) 0=f(2t Ax) f(x) 
porque ==a y =Fa quedan destruidas. 

Quando se tienen muchas funciones enlazadas por via de suma ó 

resta, la diferencia total es igual al conjunto de las diferencias de cada 
funcion componente. Porque si tenemos ¿=f.(3)+2.(x)P4) 


sera ¿=f(xAx) Fx tAx)—p (at Ax), ps unsaíl sl 
y —¿0:f(4+000)+F(xtAx)0 (at Ax)=, Ll) Paja): 
pero fatAr)—f 0) =A (e), F.(atAx)—F(9)=4 Fx), 
Ip. (a A) la) => [pot Aw)=p.(0) == Ax) 
luego se tendrá Az=A4f (a) +AF(3)—A913). 
Sea ¿=f (a )jetex, y será "=3t Ax, 
Bor lo.que Ar=2'—¿=xLAr—a=t 4, 
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Supongamos que la funcion propuesta z tenga esta forma v2+ax+by 
y se tendrá ¿=/f.a=x%+ax+b, 


por lo que ¿“f(x Ax) =(aAx)2 aa Ax) bado 
Axrr+taxtaAx+b; g : : pratio Y | 
luego Ar=v'—i=a2ta A+ Arta Ar — a ax —b 0.0. 
2x0 +A12ta0Ax—>(a+2)4x+4x?. 
Sea ahora z=f.(x)=ax1, 

n(n—1) 


2 


y tendremos 2"=a(x14x)"=0(11 tn —1Ax4- xi —24x2 700. 


NX ——X- a —34Ax34-Gc.), : 
2 3 Fa 5 pa 


—Í 
am—2A 22h... 


n 
de donde resulta Az=x'—2=a(2hn0—1Ax+nx 


n—I Nn—2 M1 ID 
x — 17341346.) —ax0=a( En IA. — an —24 42 
Ñ 2. : 


NX 

2 
7 E O: Y 
X 


nx axn—3Ax34Gc.). 
2 
De aqui se deduce que la diferencia de una potencia de una variable. 
es igual átodos los términos de la potencia de la misma variable junto 
con su diferencia, excepto el primero ó aquel que es independiente de: 
la diferencia; pues lo que hay dentro del paréntesis son todos los tér- 
minos de la potencia n de xtAx excepto el primero. Y así, para hallar. 
la diferencia de la expresion z=x4, pondremos todos los términos de la 
potencia quarta de xHAx excepto el primero, y se tendrá desde luego 
Az=H34x34x+46x24x2t4xAx34+4x4. y És 
Si hubiera sido z=ax4 hubiéramos tenido 
Az=a(t4r3 Ax +6x20x244x0x34+414). 
Esta regla es muy útil en la práctica, porque si se tubiese la expresion 
¿—axS+blx34cx4m?, 
hallaríamos desde luego Az=4(E5x44x+10x34x2k 10x%Ax34-.... 
¿xAx4EA35) 4d 53320943002 033)3cAx, 
Y si quisiéramos hallar el incremento que sobrevenia á la funcion 
quando la variable se convertia en x-+3, supondríamos que Áx=3 y 
seria Az—a( 1514+90x3+270%*+405%+243)-+b9(942+27%-+2 7) 4-30. 


: 
” 


ax 
| Supongamos que ¿=f.x= o On lo qual será 


+x 


€ 
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Pa xtAx = (Wal ut DAX ds DAx2 e DAxs 5 2d) 
ben bx (bra)? (b+x)3 (daa) se Le 


] da 2” A E MES a dh E 
A, Lua a A y ; 
o que da "—z E a( (bx)? (b+x)3 (b+x)4 E ) 


Pasemos ya á las funciones trascendentes, y supongamos que sea 
el logaritmo neperiano de x, y tendremos 


Ax AR 
qÍ= log. («tAx)= log. x (== log. + log. ( a) 9 


y por consiguiente 


Ax Ax Ax Ax3 
AZ Ax= iE— A 2] — — — E — —«c. 
'—2z=4x= log (o , ) [$472] P. a Se 


En el sistema de los logaritmos de Neper el módulo es igual con 1; 
pero si se pidiese la diferencia relativa á otro sistema qualquiera , cuye 
Ax —Ax2 - Ax3 
dic. ). 


módulo =M, seria Az=M (Es — — HE —-— 
de gr de 3x3 


(*) Esto resulta de desenvolver en una serie ordenada por las poten- 


tAx 
cias de Ax la expresion ———= por el método expuesto en ta teoria 
de las series. bat Ax 

atÁs 


En efecto, haríamos ——- =A4A+BAx+CAx2+DAs3+ 60. 
DEN EAx 


de donde quitando el divisor resulta 
tAx= (b+x)44(b +)BAxr+(b+x)CAx2+(b4x)DA334 Sc. 
TAAx 


BAx?2 +CAx3 ¿09 C, 
é igualando los coeficientes de los términos homólogos se tendrá 
; x 
(bx) A=x, Ú 4= ¡(b+x) BE A=13 6 (d+ x)B=.... 
b+x 
x ERERES 


h 
E bx ¡a (bajo * 
b 


q (0410) : 


— 
_—— 


b , 
ol 


b 
C —(bax)3 b * 
bexD+C=0 ,ó D=F = y — — == ; 
eE) 3 E bea re ba-x (b+x)4 > 
luego xtAx x E b da E Axace 
A a cer bd XT Xu e 
bextAx” bx  (b4x) . (Da )3 Lb+x)4 pe 


Mm 
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caos EN + + 
Si fuese ¿=a*, resultaria ¿=p ¿*+Ax —a* FA ; 


de Ax? Aw3 
pero [$473]a =1+H4Ax log. a+ E: PE (log. a)34-$c. 
2X3 


Ax2 Ax3 
luego ¿=az( +4% log. a+ pr log. a ES a Ja 8c. ) 


A x(=Ax1 De log. Aia 1 3-+8 
A amas og. Q ——— z a E o, ze. ). 
y e po (log. a ) El 08.4)3+ c.) 


Seaz=sen.x y seráz“= sen.(x E Ax)=sen.x. cos.<AxzEc0s.x sen. Ax; 
pero suponiendo el radio igual con 1 es 


Ax? - Axt ¿ 
> cosÁAx=1— - —kc.. —: 
[S475 y474] cosAx: Ea 
Ax3 Axs: 
sen. Ar=4x— + =—Ge.. 
2X3_. 2X3X4X5 
: xs Ax3 
luego 2= sen. «TAX. cos. — Sen. — COs.X-+EGC. 5. 
2 2X3 
+ E Ax3 
yo Li HÁR COS. 8H. 0 cos. x+Ótc.. 
2 


2X3 


Se fuese z=c0s.w tendríamos : 
¿/=c08. (a Ax)=c03.x cos. Ax. sen.x. sen. . Ax=. 
2 


Ax3 
cos. ATEÁX 50. X— —— COS.X-L —— sen a+ Óc.. 
2. 2X3- 
A Ax? ) CUrÁN3 
d= dondeinferiríamos Az=7Ax sen. 1— ——-C0S. 1 — sen.x+4c. 
2 2X3 


De todos los exemplos que hemos resuelto podemos deducir que si z 
es una fuucion qualquiera f(x) de una variable x, y substituimos en 
ella acáx en lugar de x podremos suponer: 

f(0Ax)=2 2 +43 +BAx2+CA138+DAx4+4c. 
y por consiguiente Az=2"—2=44134-BAx"+CA134.DAxá +6c. 
representando 4, B,C,D, €c. funciones indeterminadas de x. 

Esta proposicion tambien la podemos demostrar. d priori, como lo ha- 
remos en lo sucesivo. 

504 Pasemos ya á las funciones de-dos variables independientes, y 
supongamos que se tenga z=f.(x,u), y tendremos que en este supuesto 7 


z puede variar por tres causas; 1.4 por la variacion sola de a quando se 

transforma en x+HAx ; 2.* porque u sola sea la que varie, y se.convierta 

por exenplo en uEAu; y 3-* variando, ambas x y u. En el primero y 

segundo caso las diferencias que resultan de z se llaman parciales, y se 

Az Az ' 

expresan respectivamente por AR AS Au; en el tercer caso resul- 
x 4 
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tará la diferencia Az que se llama diferencia total; ó simplemente la 
diferencia de la funcion. A AE AO AREA A Y 

Como en los dos primeros casos solamente varía en. la funcion z una 
de las cantidades a 6 u, su diferencia se hallaráten virtud del problema 
antecedente; y por lo que toca al tercero , si llamamos 21 á la funcion 
Pa Ax,uAu) que resulta substituyendo en 1 H4Ax por x, y ut Au 
por u, la diferencia de z 6 Az será igual a. : 
¿—2=f. (xt Ax, ut Au)—f.(x,u). 


Del mismo-modo tendríamos que si fuese z= f.(x,u,r,t) resultaria 
Az=f. (x+Ax,utAu,r Ar, t dt) —f.(x,u,r,t). 

En la resolucion de los exemplos siguientes supondremos para mayor 
sencillez y claridad, que las variables x,u aumentan á un mismo tiem-= 
po; pues en caso de que alguna disminuya, bastará hacer preceder 4 su 
diferencia el signo —. 

1.2 Sea ¿=ax-ebu+-cxu y tendremos z=a(x+Ax)+b(u+Au)+... 
c(x+Ax)(u+Au)=ax+0Ax+bu+bAu+cxu+cxdu+cuAx+cAxAu o 
y restando de esto el valor de z, y resolviendo en factores los términos 
donde se halla una misma diferencia, será 

Az=2'—a=(a+cu)jAx+(b=-cx)Au+cAxAn. 
2%: Sea ¿=a(u—bh).—x(x—a)? 
y se tendrá "=a(u+Au—b)?-—(x+Ar lx +Ax—a y, 
que tomando por primera parte en el primer término u—b, y Au por se-- 
gunda, y en el segundo por primera x—a, y por segunda Ax, se conver- 
tirá en 2=4(u—b)?+24(Uu—b)Au+a Au?—x(x—a )?—2 0 (x—a)Ax—.. 
AÑ) Ar— 2 (0—Ña) Ax 22 Ag3, 
y restando de esto la funcion primitiva, destruyendo los términos y exe- 
cutando las operaciónes correspondientes en los demas, se tendrá: 
Az=zx/—2=20ubu—2a0 bAu4-aAu2—2x2Axk-ta.... 


2axAx—xAx2—x?Ax+22x Ax—atAx—exAx?+2a Axr?—Ax?, 
6 resolviendo en factores los términos donde hay una misma diferencia, 
y ordenando por las potencias de la diferencia de x, será por último 
VAz=—(342—404+02)Ax+20(U4—b)Au+(20—3x)4x*+0A4u2—Ax3, 
3.2 Si fuese z=x4—aux? +bu3 seria ( 
(ex +Ax)—a(u+An)la+ Ax)? b (ut Au)3=x4+4x34x+6x24x24 
4xA 13 4+Ax4—aux?2—2 duxAx—anAn?—ax?Au— 20 xQ0UAX—.... 
aA1Ax?+h13+3bu2Au=+-3bu4Au24+bA4U3 5 
que restando ahora el valor.de 4 y descomponiendo en factores los tér= 
Minos semejantes de Jas diferencias resulta ; 
Dima —¿=( 403200) Ax (3 hu — ax?) Alt conos 
(6x2—au) Ax 2i—2ax Ax Au 3buAu?—a Ax A+ b AB Ax4. 
D» estos exemplos podemos inferir que siendo z una función qual- 
Quiera f.(x,u) de dos variables independientes x y 11, y A.B.C.Kc. lun- 
¿Mlones indeterminadas de las mismas variables, se puede suponer 


104 TT > DEL CÁLCULO 30: 55 
Es =/ (44 Deu A) =0 4094 B2u+-CA12+DAx Au+ EA? Bo. 
y Az=4Ax=BAu=+ CArt+ DAxAu-+ E Aut+kkc. (A) 
lo que tambien podríamos demostrar d priori. 
Del mismo modo deduciríamos que siendo =f.(x,u,r) se tendria 
Ar= AM EBA + CADA Ax At PAX rd.» 
-GÁnt+ HAU dr +IAroke.- 


Si enla equacion (A) hacemos Au=o0, resultará la diferencia de x 


pane 1 ¡0% : YA dl f , Az , ! 
relativa 4 la variacion de x; y sera A a | 


y si en dicha expresion se supone Áx—=0, 
HL AG 0 bs su 1.4 TU: 
resultará Sd Au=BAiBAu?-+6c, 

Y 


gos Si entre las Cantidades vatiables hubiese una relacion expresada 
por la equacion 4=f.(%,2)=03% seria funcion de z, y recíprocamente 4 
funcion de x; de donde se sigue que si + por exemplo varía y se trans- 
forma en «+ Ax, z variará necesariamente; de manera que llamando Az 
al incremento ó difevéncia que resulta en z, los nuevos valores 
a+ Ax, +Az de x y dez, deberán necesariamente satisfacer á laequacion 
y =f.(x,2)=0 y tendreuos V'=/.a+ Ax, + Az)=0 » 
¿+ AA +BA+CAx?+DAx d+ EA RH rAr4 Kc =03 
y.como porel supuesto es Vo, será tambien : 
AnAx=-BAz+CAx?+DAxAz+EA:?+ FAx3+Gc.=0(0) ¿ AY=0; 
cuya equacion expresará la relacion entre Ax y Az, de donde inferire- 
mos que esta relacion se hallará tomando la diferencia de Y como si las 
variables a y z fuesen independientes, y haciendo luego AY=0. 

Si por exemplo Ja relacion entre x y 2 fuese dada por la expresion 

a(z—b)2—x(x—a)2=o, la equacion 
—(3u2—4ax +0?) Ar +2 a(«—b)Az+(20—31)4x24042?—Ax3=0 (0) 
expresaria la razon ó relacion entre Ax y Az, de modo que seria 


> y Az 
gar—gar+a?+(3u—20)Ax—a — AztrAÁx? 
Az Ax (2) | 
Ax 20(2—b) : | 
Y sila relacion entre las mismas variables fuese dada por la equacion 
riaze2+bx3=o, la relacion entre sus diferencias estaria expresada por 
ex 2x2—az)Ax +(3bx2—ax?)0%+( 6x2—az) Ax? —20x AX Dz Aoo.. 
¿b2Az2+4x0x30012A7+b0334414=0(1) 
de cuya equacion se saca 
BD Az Az A 
_ 2x(az—20P )(6x2—az)Ar+20x0x—3hx ne Ar—4x019+4brhi—b Ari— ! 
p == E ar e 
z (3) 


> 3b32—ax? 
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En general, dada la relacion entre x y 4 por ung equacion qualquiera, 
y siendo 4,B,C, D,Kc. funciones indeterminadas de x y de z, la rela- 
cion entre las diferencias Az,Ax, se podrá cifraren la equacion 
AMx+BAz+CAx?+ DAA + EAz2+FA93+64x20346c.=0, 
y la razon será z 


Az 
A+CA2+DAZ+E — Az + FAx?+GAxrAz+ác. 
Az BRE ( E DP 


Ax Bb : 


| Az E 
506 En estos tres exemplos hemos deducido la razon A entre las di> 
| x 


ferencias de x y de z, de la equacion que expresa la relacion entre estas 
diferencias, prescindiendo de los valores particulares que se pueden dar 
¿an 4 z. Quando se ofrece determinar dicha razon, suponiendo que x Ó 
tienen ciertos valores determinados, suele suceder que la substitución 


pS 


Az 
de estos valores hace infinita la razon a la qual sin embargo debe ser 


finita y determinada. 
Supongamos por exemplo que siendo dada la relacion entre % y. z por 


> 


Az 
la equacion a(z—b)?—x(x—a)=o, se pida la razon 7 sDire mus dife- 
x 


rencias, en el supuesto de ser x=4. 
La equacion a(z—b)2—x(x—a)?=0 manifiesta que quando x=a, Z 
es igual con b3 por consiguiente substituyendo estos valores en la equa- 


Az >* 
cion (€), la reducirán á a a por el supuesto de ser 
x 


K=a y «=b., el coeficiente de Ax y el de Azen la equacion («”) son 


A 
te 


cero, esta equacion se reduce 4 aAz2—aAx”—Ax3i=0, y la razon e 
: Az, 2 Ax 
será dada por la equacion de segundo grado (==) =1+— +. Por lo 
> Ax a 


qual no se debe extrañar que en el supuesto de x=a, la equacion (6) 
Az > 
nos dé un valor falso de 7, puesto que en dicha equacion el conse- 
Xx 
qiiente de la razon Ax:4z es la cantidad 2a(z—b) que por ser ==b, se 
reduce á cero ó no debe existir. 


Si dada la equacion a4—azx?4-b33=o entre x y £, y la equacion (y) en- 


La Az A 
tre sus diferencias, se pidiese la razon , suponiendo X=05 como en. 
x 
. ' N Tomo 11. Parte IT, 
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este caso seria tambien z=0, la equacion (y) se reduciria á 


Aza 3 Az A 
bAz3—aAzAx?4-Áx4=o 64 (W) E E 


nm 


— —X— =z— —» 


b.¿A5 b 


a 


. hd 
que es de tercer grado, y cuya resolucion dará los valores de —. La 


Az 
equacion (3) nos hubiera dado — =00 por la misma razon que en el 
Al "AX p 


exemplo precedente. 

El mismo método se seguiria en las funciones de mas va 
así, no nos detendremos mas sobre este punto, y pasaremos. 
rar las diferencias de un órden superior. 

507 Con la mira de dar á conocer como se originan estas diferencias 
supondremos que haciendo variar sucesivamente una funcion de una Ó 
mas variables, que llamaremos z; sean z/, 21,2", 2”, Ge. los valores 
consecutivos de z quando aumenta, y /z,2,z,%z.6 quando disminuye; 
de manera que Gc., 2,2,” 


ables ; y 


1] 
¿4 conside- 


V 
[OELSE TLER 2 AL AGE LAST 
forme una serie de términos sucesivos. 

En virtad de esta consideracion y de lo expuesto [503] tendremos 
z¿'—2=03; 2"—2'=4 2/2/2022 —3"=42"Uc.—":=4'x; 
e "i=A"z; ¿AIR ZA IZA Re. 
Sabemos igualmente [503] que Az'—Az=A(2'—2), 
luego será Ar'—Az=AÁz. | 

La diferencia de la diferencia de vna funcion z de una d muchas va- 
riables se llama la diferencia segunda de z, y se representa mas sen- 
cillamente por A?z, y nose debe confundir estacxpresion con niugunade 
estas A.22,422; pues 4.32 indica la diferencia del quadraco de z: Az? el 
quadrado de la diferencia de z , esto es, (42)%; A%z indica , como aca- 
bamos de decir, la diferencia de la diferencia de < ó la dilurencia se- 
gunda de z.. z 

Del mismo modo tendremcs 
Az'—Az=A2z 6 Azr'=A:+42%z, Az "—Az'=422'6 Az "—A7'+4A2%, 

11 a 
Az '—Az "4%" ó Az "—Az +42”, AS —Az =A27!"” 

ó Az U—A72 "4422" 8c.42—A'¿=40*%2 6 Ar=A'¿+A“z, 
A'¿—=A"¿=A2Z 6 Am=A0 "rara Aa A MM4=4 "2 
6A"¿=4'""2+42 "7 Uc. ' 

La diferencia segunda de la diferencia de z.se llama la diferencia ter- 
cera de z, y se denota por A3z; y siguiendo. el mismo órden, la di- 
ferencia quarta se denota por A4z; la diferencia quinta por A$z, y en 
general la diferencia 1 por 4A”z.. 

Si z fuese funcion de una sola yariable x, hallaríamos 2” substitu- 


+ 
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yendo en lugar de 1,0/=+4x,42”, substituyendo en Az,x'=x+4x 
en vez de x; y Ax '=A.(x+Aa)=4Ax0-A%x en lugar de Ax; A2z' 
subatituyendo en 422 por a o Ax y por Ax, ás —=Ax+-0?x, 

y por Aa Ar AAA) =4 20 + A3x, O. a AE 

“Si én una funcion 4 de dos variables independientes x y u, substi- 
tuimos en Jupar de xa“ =x+4x, y en vez de uu =u+ Au, resultará 2%; 
substituyendo en Az, =x+AX por x, '=u+Au por u, Ax —Ax+ Ax 
por Ax, y Au=Au+A*?u por Au, resultará, Dz E 
si substituimos en A?z.a'=x+4Ax en vez de au =u+4Au en vez de 11, 
Ax'=Ax+42x en Jugar de 4x,44'==4u +4%u en lugar de Az, 
a2x'=Ate+ Asa en lugar de A?x, y Atu/=0%4-+4%u en vez de A%u; 
resultará 42z/, y así en adelente. 

Con la mira de simplificar los cálculos, se suele suponer que una de las 
cantidades variables varía uniformemente ; 6 lo que es lo mismo que su 
diferencia primera es constante, y esta sirve de término de compara- 
cion, al qual se refieren las diferencias de las demas cantidades. | 

Nosotius supondremios Ax constante en los siguientes cálculos, y nos 
propondremos hallar las diferencius segunda, tercera, Gc. de una fun- 
cion quulquiera de x. | : 

Una vez que suponemos Ax constante, si llamamos z á la funcion 
propuesta, y substiluimos en su diferencia Az.x+4x en lugar de x, re- 
sultará Az”, de la qual restando Az, se iendrá 42%. Substituyendo en 
A2z por a,a+Ax , tendremos Azz'; 

y restando 4%z resultará A3z, y así en adelante. 

Sea por exemplo ¿=44%, y tendremos | 


tod E ==y 
LAz=o(nar—1AxA- ado anm—24 124 Je et y —2 Ari sm. 
e 2 223 
—1Vn=2Y1— 
n(n : (n—2 (13) 3) ai— Axé... 3 
2X3X4 
nin— — era dá 
(a 1)(n -2)(n—3)(1—4) xan—SAxSHossnn 
2X3X4X5 
n(n—1)(n—2 Xa—3) n—4)n—5) an—6Axó+ 8. 
2X3X4X5XÓ0 


y restando esta cantidad de la que resulta substiyendo en ella «+4x 
por x, y reduciendo tendren0s 


Arz=a[n(n—1)00—2Ax?24-n (01 (n—2)a" 2x3... 
7A(M—A1 M2) 1—3) E nn—1).(n4) 
e La 
3in(a—1)...(n—5) 
3X4x5x0 


n—4Ax4-+ n—S5Axi4 


an—6Aró+ Go]; 
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haciendo la misma operacion con esta cantidad que con la antecedente, 
hallaremos. 

Asz=am[(0—1)(1—2)0—34234-¿n(n—1 [0—2(N—G)x%—4 AA tocono 


n(n—1)Jm—2)...(n—5) 
2 
y del mismo. modo se hallarán las demas diferencias. 


Sa(n—1)..(n—4)Jx0—SAx5+ an—SAxyó+ko..], 


Supongamos ahora que z sea funcion de dos variables independientes. 


que señaleremos: con x y con 1, y tendremos que si substituimos en. 
Az,x+-Ax en lugar de x, y u-+Au en luga: de u; y Au+4%u en lugar 

3 g 5) 3 3 5 
de Au, resultará Az”, de la qual restando Az tendremos A?z. 


Substituyendo en A?z por xj Ax; por uju-+Au; por Au,Qu+A?uy, 


y por.4%1,424+43u, resultará 422”, de la qual si quitamos A?z,, 
la resta será A3z; y así de las demas diferencias. 
Sea por exemplo ¿=u(4+x), y-tendremos 


e =(us- Du Xa+x+Ax)=u(a +9+03)+(a+2+Ax)Au; 

y Aia =u (a+ Ax) (a+ +A) Au—u(a +0) =U Ago... 
(a7-x+Ax)Au; Az =(U+ Au) Ar (art + Ax (Qu At)... 
nAo+(a++30x)Au+(a+ar2da)Ataz y Atg=A02'—AR=UALA a... 
(c++ 3) A+ (a+ +24)At0—u AM —(a ++ Ax) Au=2 Ax Au. 
(a+x+24x)4203422=249(Au+-A?u)+ (ara 300 Adu Alu)=.... 
24rAy+-24x0%u+(a+ +34) At0+(a+ot3Ax)A3u=20x A+ a0n.. 


(a++541)4u-+(a+0+343) 4305 y Afz=423'—A?z=2 Ax QU+o as... 


(a+-+54x)4%4+(a+x30x)534—24x04 (0404-24) A%4= o... 
3414?u+(a+x+34x)43u; Gc.. 
Los problemas. que hemos resuelto, aunque sencillos, manifiestan 


como se deben resolver otros mas complicados ; y que toda la dificul- 


tad de estos se reducirá á que-los cálculos serán mas largos. 
2 


508 Pues que "—2=Ax, resulta que =2+42; y que 2"—x2'=4x”,. 
6.2 "=2'+4223442+4(2+47)=3+403+-A3 Aaa + 2024022 y: 


por. lo que-advertimos que el valor de un término qualquiera de la se- 
rie 2,2,2",5""%, Go.. se puede expresar en valores del primero y de sus 
diferencias; y si continuísemos sobre €ste punto, podríamos llegar á 
expresar el valor de 2”, entendiendo por 1 el número de acentos que 
deben afectar 4 3, y hallar la suma de tantos términos como se quie- 
ran en. valores de z. y de sus diferencias; tambien podríamos hallar el 
valor de A%z en valores de los términos de la serie; pero como esto está 


completamente explicado en las instituciones de cálculo diferencial de 


D. José Chaix , lo omitiremos porque esta es una obra-que no debe de- 
xar de estudiar ninguno de nuestros jóvenes que intenten imponerse en 
el estado de las ciencias en el diaz por lo que terminaremos este asunto 


é 
e E A A TE 


8 


el A 


| y 
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advirtiendo que quando x sea funcion de x, se podrá suponer constante 
bien sea la Ax, bien sea la Az; pero ambas no se pueden suponer cons- 
tantes á un tiempo; pues esto solo se verificaria quando la funcion fuese 
igual con la misma variable. 


- 


DEL CALCULO DIFERENCIAL, 
Principios de la diferenciacion de las funciones de una sola variable, 


509 Hasta aqui solo hemos considerado en las funciones su desarro- 
llo, su transformacion , sus límites, y susincrementos ó decrementos ; 
_ahora nos dirigimos á encontrar el límite de la relacion de la diferencia 
6 incremento de la funcion con el derla variable, que formará el asunto 
de nuestras investigaciones. 
En efecto, hemos visto que siendo z=f.(x) resulta 


Azr=40x+BAx2+CA334+-DAx44 e. ; 


luego si hallamos la relacion que tiene el incremento d diferencia Az 
de la funcion con el incremento ó diferencia Ax de la variable, tendremos 


A 
mE, +BAx+CAx21-DAx3+€c., 


Ax 
donde se ve que la relacion de los incrementos de la funcion y de la va= 
riable se compone de dos partes, la una independiente de dichos incre=- 
mentos que es 4, y la otra que está afecta. de Ax, Ú que depende del in- 
cremento de la variable. Si se supone que la cantidad Ax vaya dismi-- 
nuyendo , el resultado se aproximará sin cesar á 4, y no llegará á ser 
igual con 4, sino quando Ax=0; de modo que 4 es el límite de la 


z | 
- relacion Perla decir el valor hácia el qual se dirige sin cesar á me- 
x 


dida que la cantidad Ax disminuye, y al qne se puede aproximar tanto 
Como se quiera. 
Pero quando Ax—=o0 resulta Az=x'—z=0, 


Az 


luego la relacion e convierte en S, y no se aniquila, puesto que es 


igual con 4; donde vemos que desvaneciéndose los incrementos de la 
funcion y de la variable al mismo tiempo, conservan aun la relacion á 
que se han aproximado por grados. 

Entre-la.-funcion primitiva y el límite de esta relacion hay una de- 
pendencia que determina la una cantidad por medio de la otra; y todos 
los medios que la análisis indeterminada nos ofrece para conseguir este 
fin, estan comprendidos en el tratado que se conoce en general con el 
Dhoinbre de Cálculo infinitesimal. 

Este precioso Cálculo tiene dos partes: la primera que se denomina 
Cálculo diferencial trata de hallar, dada. la funcion, el límite de la 
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reiacion de su incremento con el de la variable d variables que entran, 


en la funcion; la segunda trata de determinar la funcion, quando se 
da conocido el límite de la relacion de su incremento con el de lu va- 
riuble, y se llama cálculo integral; que es, por consiguiente el inverso 
del cálculo diferencial, pues trata de hacer lo contrario que este, 

Se did á este portentoso cálculo el nombre de cálculo infinesimal , 
porque su inventor Leibnitz deduxo su teoría por la considerzcion de estos 
limites de las diferencias á que él llamaba cantidades infinitamente pe- 
gueñas; el de cálculo diferencial, porque se trataba de encontrar en su 
"iinguage la diierencia iutinitamente pequeña de una funcion; y el de 
cúlculo integral, porque sapouia que la funcion se componia de una iníi- 
n:dad de diferenciales. ' 

510 Hemos dichoyue el inventor de! cálculo infinitesimal fue Leibnitz, 
porque él fue el que primeramente publicó en 1644 una memoria sobre 
el cálculo diforeucial en las uc us de Leipsick; pero debemos advertir 
que ha habido muchas contextaciones sobre este punto, habiendo lle- 
gado hasta tratarle de pla¿'2:io, atribuyendo todo el mérito 4 Neuton. 
Más prescindiendo de lus pasiones y amor p:opio de algunos hombres 
medianos, que excitan disensiunes literarias mas bien con el objeto de 
distinguirse que con'el de indugar la verdad, y exáminando la qúestion 
con imparcialidad, se hulia que estos dos Geómetras le inventaron cada 
uno de por sí, y por un método muy diferente. Leibnitz publicó su 


método sin demostracion; y Neuton, aunque demostró sus principios, 


fue valiéndose de las ideas de movimiento que son extrañas en la aná- 
lisis; por lo qual Lubo tambien contextaciones sobre si era ó no exácto 
gicuno cálculo. ps 

Mr. Roulle, individuo de la Academia de ciencias de Paris, publicó 
en 1703 entre las memorias de esta, una en que demuestra con la ma- 
yor evidencia que las cantidades que Leibnitz dice son infinitamente 
peu ñas, son cero; y aunque dicho Geómetra tenia mucha razon en esto, 
eomo no era entonces la opinion dominante de la Academia , puso esta 
en el tomo correspondiente ú las de 1704 una advertencia en que decia: 


que aunque la memoria de Rolle estaba impresa entre las de la Acade- . 


1. ía, no por eso esta habia adoptado nada de lo que en dicha memo- 
ría se podia hallar; lo que no favorece demasiado á la Academia. 

El método de Leibnitz era sencillo, y sus aplicaciones fáciles; pero 
carecia de claridad y exactitud; el de Neuton era exácto, pero largo, 
fostidioso y difícil de aplicarz por lo qual d'Alembert , con la notacion 
de Leibuitz y el métudo de las primeras y últimas razones de Neuton, 
demostró los. principios de dicho cálculo, d cuyo método llamó método 
de los límites, cua lo qual quedaba ya explicado el cálculo diferencial 
con claridad y exdctitud. ? 

Este método supone que se sepa ya desenvolver en serie toda clase de 
funciones, lo que se executaba antes por métodos muy largos y peno- 
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sos; pero como en la memoria de D. José Chaix se presenta dicha trans- 
formacion con la mayor sencillez posible, se sigue que con su auxilio 
se pueden demostrar los principios del cálculo diferencial con clari- 
dad, sencillez y exáctitud , que son las circunstancias que debe tener 
todo método para ser perfecto. Pero aun no haremos uso de este cono- 
cimiento, porque suministrando el cálculo diferencial unos métodos 
muy sencillos para desenvolver en serie, y hallar los incrementos de las 
funciones; vamos á presentar sus principios sin suponer mas conoci-' 
mientos que los expuestos en el primer tomo (*), cuyo método estriba 
en el siguiente : Es 

511 Teorema. Sí siendo z=1f.(x ) se substituye x+k en vez de x, 
señalando k una cantidad qualquiera positiva ó negativa , se conver- 
tirá z en zl, y tendrá esta forma 2"=f.x4+Ak+Bk24-Ck3+Dk4+¿e, 
“siendo A,B,C,D,$z. funciones qualesquiera de x, pero independientes de k 


Este teorema quedará demostrado si manifestamos que la cantidad k' 
solo se puede hallar con exponente entero y positivo; lo que se conse-, 
guirá demostrando que no puede ser el exponente en ningun término 
ni negativo ni fraccionario, y que ademas: debe haber un término in- 
dependiente de k que es la funcion primitiva. Para esto, observare-. 
mos ante todas cosas que si en el desarrollo de una funcion se substi- 
tuyeen vez de la variable de que depende un valor particular; debe re=. 
sultar el mismo valor que daria la funcion antes de desenvolverse, pues, 
de otro modo no seria la funcion igual con su desarrollo; y como ba-" 
ciendo k=0,2'=f.(x+k) se convierte en ==f.x, se sigue que el desar- 
rollo de 2"=f.(a=+*k), qualquiera quesea la forma que tenga, se debe re- 
duciráz=fx quando k=0; por lo qual se hallará este término en la se- 
rie sin estar afecto de la cantidad. k, el qual diremos que es el primer 
término del desarro!lo. Ahora, la funcion f.(x+k) no puede tener ningun 


término de la forma hn? ó ser su exponente negativo; porque en este 
, n . 


caso, quando k fuese igual con cero, este término seria infinito , y por: 
consiguiente lo seria tambien f.(u-+k) en este supuesto; pero como en. 
este caso.se convierte en f.x, la qual no puede ser infinita, sino en cier- 

tos valores particulares de x., no puede haber ningun término que tenga 

dicha forma. : : 


Tampoco puede tener exponentes fraccionarios, d lo que es lo mismo 
Yadicaves, á menos que no seden 4a vaiores particulares, Porque los 1u- 
dicales de k no podrán provenir sino de ¡0s radicales comprendidos en 
o 

E) Lugrange, célebre an.ista frances , expone el cálculo «jes en- 
cial eh sus fintivaes nalíticas de un modo que hace 40nor 4 su autor ; 
Pero como en la práctica tiene algunos inevuvenientes y €s regula; que 
ño se llegue á adoptar generalinente. 


FF _. 
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Fx), y la substitucion de a+k en vez de x, nopodvia au mentar ni dis. 
minvir el número de ellos, ni mudar su naturaleza mientras que x y k | 
permanezcan indeterminadas. Por otra parte se sabe [1 295] que todo 
radical tiene tantos valores diferentes, como unidades hay en su expo- 
nente, y que toda funcion irracional tiene por consiguiente tantos va- 
lores diferentes como combinaciones se pueden hacer con los diferentes 
valores de los radicales que encierra; luego si el desarrollo de la fun- 

E man 
cion f.(x-+k) pudiese contener un término de la forma Mkt=MV km 
la funcion fx seria necesariamente irracional, y tendria por consiguiente 
un cierto númeto de valores diferentes, que seria el mismo para la fun- 
ción f.(x-ek)que para su desarrollo. Pero este desarrollo estando repre- 


¿E 
sentado por la serie Parr dkeBki-Ck3+ ... + MY km 8ze. 
cada valor de f.(x) se combinaria con cada uno de los valores del radi- 


His : 
cal My ki, de manera que la funcion f.(x-+k) tendria mas valores di- 
ferentes que la misma funcion no desenvuelta; lo que es absurdo. 

- Esta demostracion es general y rigorosa, mientras que x y k per- 
manecen indeterminadas, que es como aqui las consideramos ; pero de- 
Faria de serlo si á x se diesen valores determinados; porque seria posi- 
ble que estos valores destruyesen algunos radicales en f.x que podrian 

ns 


sin embargo permanecer en f.(x+k). 
5 


512 Side la equacion =f.x+ARk+Bk2+-Ck3+%c. Po 
«se resta la equacion primitiva ¿=f.x 
respltará x” —2z—=Ak+Bk2+Ck3+.Dk4rEk5+Fk6+6c. pe 


6 llamando há z"—z que es el incremento que sobrevino 4la funcion £ 
por el k que sobrevino á la variable x , se tendrá 
h=Ak+Bk--Ck3+Dk4+Ek5+«c. 

Para conocer que k es el incremento de la funcion y Rel de la varia- 
ble, substituiremos Az en vez de h, y Ax en vez de k; con lo qual ten-' 
dremos nuestra equacion convertida en 

“Az=4Ax+ BAx?+CAx3+DAx4+Gc. (9), 
que expresa el incremento 6 diferencia de una funcion quando á la va- 
riable le sobreviene el incremento Ax; y vemos que este resultado es 


idéntico con el que se deduxo por la teoría de las diferencias. 
Dividiendo esta equacion por Ax se tendrá la relacion de los incre- 


Az 
mentos expresada por ¿pda BACA Dimicgto, 


Ahora, suponiendo que Ax disminuya como hemos dicho [$309] se 
tendrá que esta relacion se irá acercando 4 4 tanto como se quiera; por, 


| A 
lo qual 4 será el límite de dicha relacion y será: límite de = =4 
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. . Az , . . * 
más como el límite de ase saca suponiendo Áx=0, en cuyo caso la 
* uh 
equacion (e) da Az=0, 


Az 
el límite de ps convierte en £; cuya relacion no nos dice si elo de ar- 
” x > 


riba proviene del límite del incremento d diferencia de la funcion 6 del de 
la variable; y así, esindispensable elegir un signo para expresar el límite 
o de la difereucia d incremento Az, ó el de la Ax. Nosotros adoptare- 


- mos, como lo está en todo el continente, el que Leibnitz usó, que con- 


siste en poner una d de. nuestro alfabeto en vez de la A griega; y así, de 
expresará el límite de la diferencia de la funcion z, y da el límite de la 
diferencia de la variable w; pero es indispensable tener presente que el 
valor absoluto de dz, dx, y en general de qualquier variable precedida 
de la característica d, siempre es cero; y solo representa una cantidad 
quando está señalada la relacion entre dos de estas expresiones; y así, en 
el exemplo antecedente tendremos Ea, 
lx 
- 513 Aunque dz,dx,6c. no son cantidades, se pueden executar con es- 
tos símbolos las mismas operaciones que con las cantidades mismas. 
Para probarlo, en la equacion Az=44x+B4x2%+-CAx3+-DAx4+6c. 


Ax I 
Az  4+BAx+CAx2+Gc.” 
dx I dz dx 


r 
cuyo límite es E = q? pero 4= PS luego" > resultado que 


dx 
manifiesta la regla dada en el Algebra para dividir un entero por un 


quebrado. 
Sea ahora u una funcion qualquiera de x, y z una funcion qualquiera 


$, Au=4 Ax+B Ax?4C Ax3-+Gc. (a) 
A A A O) Az—=4'Au+B'Autr+C'Aul+ be, (b), 
y substituyendo en esta última expresion en vez de Au, Au*«c. 
sus valores sacados de la primera será Az=4'4Ax+-B 4'Axr+«c. 


+B'42.4x2+Gc. 
de donde sale Ar —A'44+-4A'B Ax+kc. 
Ax +B'4Ax+ ke. 
y. pasando á los límites resultará o =4'A; 
: 10) Tom. 11. Parte IL 
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dz *- du 
ero de las equaciones (a,b) se saca 4'= — AZ —, 
dz dz du 
luego se tendrá — = —Xx—; 
dx du dx 


equacion que manifiesta que la du se puede suprimir en el numerador 
y en el denominador como si fuesen cantidades. 


De donde se deduce que si se quita el denomivador dx en la expresion 
dz 
— =4 se tendrá dz=4Ádx. 

a 

514 Como de esta expresion depende el valor de la relacion entre di- 
ehos límites, se dice que es la diferencial de la funcion; y da á conocer 
que es.el primer término de la diferencia, solo con poner en vez de la 


E 
Ax su límite dx; y como la expresion e =A es lo que multiplica á 
; , x , 


la diferencial de la variable en la de la funcion, se ha dado 4 cs $ 4 lo 
y 

ue representa, el nombre de coeficiente diferencial, De donde se deduce 
gue el límite de la relacion de los incrementos ó diferencias 6 el coefi- 
ciente diferencial, se obtendrá dividiendo la diferencial de la funeton 
por la de la variable; y recíprocamente, se obtendrá la diferencial 
de la funcion multiplicando el límite de la relacion de los incrementos á 
el coeficiente diferencial por la diferencial de la variable, 

Luego segun todo lo expuesto, el cálculo diferencial es aquel ramo. 
de la. análisis indeterminada , que enseña ú determinar el límite de la 


relacion de los incrementos simultaneos de una funcion y de la variable 
ó variables de que depende. 


515, Aunque se puede tomar por evidente que dos funciones iguales de- 
ben tener diferenciales iguales, no obstante, como es una de las propo- 
siciones fundamentales, es iadispensable hacer palpable esta verdad; por- * 
que ninguna reflexion que aclare una proposicion está demas para el prin- 
cipiante., 

Quando dos funciones son iguales entre sí, qualquiera que sea el va» 
lor de la variable de que dependen, es necesario que sus desarrollos or- 
denados con relacion á las potencias de esta variable $ de su incremento, 
acan idénticos á fir de que igualándolos no resulte de «esta igualación 
ninguna equacion que pueda determinar la una 6 la otra de las canti- 
dades de que se acaba de hablar; por consiguiente si se tiene === (1) 
es necesario que substituyendo rt: Ax en vez de x, y desenvolviendo se 


tenga ut ddr + BA CAxt o =x44/Ax+B'Ax24-C'Ag3 + Ue, 
qualquiera que sea el valor de Ax, luego se tendrá 444=4'Ax; 


a 
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Ó pasando á los límites 4:x=.24'dx ; y como 4dx es la diferencial du 
de u y 4'dx'la dude z se tendrá du=dz. : 

La inversa de esta proposicion en general no es verdadera; y se caería 
en error si siempre se asegurase que dos diferenciales iguales perteneción 
á funciones iguales. 


En efecto, si se tubiese 1==a ze a), 
se hallaria que llamando z' á lo que resulta de substituir en vez de x, 
+ Ax se tendrá u/=a+ Aras); 
y restando de esta equacion la anterior, resultará 


| NT DE 
Cc 


X 


y señalando con Au el valor de u'-—u, y haciendo la destruccion se 
b 
tendrá Au=—| far Ax)—f.(x)]; 
c 
y como lo que hay dentro del paréntesis es igual con Af.(x), resultará 


b 
Au= —Af(x); 
C 


h 
y pasando á los límites será du=—-df. (a), 

c | 
resultado en el que no queda ningun vestigio de la constante a. Luego la 

b bh, 
diferenciales df.(x) pertenece igualmenteá a+ —f.(x) que á 1 FRY y 
Ñ o 

conviene generalmente á los diferentes casos que presenta la funcion 


hb 
a+-— f.(x), quando se dan á a diferentes valores ó todos los valores 
c 


posibles. Donde se advierte que en la diferenciacion de una funcion 
qualquiera todas las constantes combinadas solo por via de adición ó de 
substraccion desaparecen; las que estan por via de multiplicación d di- 
vision quedan afectando á las diferenciales del misimo ¡modo que 'aice- 
taban á las variables. ] 


516 Quando dos cantidades x.y x estan unidas por una dependencia 
mutua, se puede decir igualmente que « es funcion de x , Ó que x es 
funcion de z, segun se quiera mirar á 2 como determinada por medio de 
x,Ó 4 x como determinada por medio de z; el coeficiente diferencial tam- 
bien se puede mirar baxo cada uno de estos dos aspectos, 
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14 


ingtibá da | bansag d 
Quando se tiene da=4dx se concluye H =A , si se considera la % 
: ñ : 


: AL 
como debiendo ser determinada por medio de x, y —==— quando'se 
a 
supone x determinada por medio de z; en este último caso la diferencial 
1 dz : * e a » da 
de x es dx=—di=—+. 
j : ASC 


e 


517 Apliquemos ahora lo que precede á la investigacion de las dife- 
renciales de las funciones que se presentan en el Algebra. Estas funcio= 
nes son sumas, diferencias, productos, quocientes, potencias y raices. 
Consideremos primeramente el caso en que se tienen muchas cantidades 
dependientes de x reunidas por via de suma 6 resta; como por exemplo 
la expresion ¿=u-+0—w, donde u,0, y 14 SON funciones de «5 segun lo 
expuesto [511] se tendrá 2/=u+42+BA44boemo 
o+4'Axr+B'Ax2+6c.— (ws 4 “Axr+B"Ax?>+«ec.) : 

y restando de esta equtación la primitiva se tendrá ¿—¿=AÁz=... 
Ab +BAxr+Ecr A A+ B Mrt+ ed Ag B! "Age —GC...... 
y hallando la relacion será : 

Az 


> —A+BAx + +4 '+B'Axrkic.—A"—B' 'Ax—kc, 4 
pe 


s 


dz 
ó pasando al límite e A+ A'— A"; 
Xx 


y quitando el divisor da=4dx+-4'dx—A"dx; pero Adx,4'dx, Ade 
son las diferenciales que corresponden á cada una de las funciones 
u,v,w., Ó du,do,dw; luego se tendrá da=d(usv—w)=du-+dv—dw, 
es decir que la diferencial de una funcion de x'compuesta de:muchos 
términos se obtendrá tomando la diferencial de cada térmiio con el sig- 
no de que esté afecto este término. mao A 
518 Entendido esto, pasaremos al producto de dos funciones de una 
misma variable. Sea z==uf, donde u y £ son funciones de x, y tendre- 
mos u=f.(x),, y tambien será £ ignal á otra funcion qualquiera /”.(x) 


u'=u+4 Ax+B Ax?+C Axir+kc., 
¿—=i+4'Ax+B'Ax2+C'Ax3i40tc. 
lo quedará ¿4x0 =(u+4Ax4 BA 10044 Ar B'Ard bi) = 
ut+ 41 Ax+BtAx2 +«o. 
+4 '1Ax +4 ' AAx?2+ KC. 
+ B'uAx?+Gc. 


3 


de x, y tendremos e] 
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y restando de esto ¿=ut será Ar=x' —2=..4 1109 +B. tx? ko. ., 
o | +4 udi+ 4 AAA Ke. 
SAB UUAxr?+ Re. 


Az 
y hallando la relacion será — = 4! +Bt Ax+Gte. 
ys css AR + 4 A AD. > 
+B'u Ax+Gác. 


y pasando ú los límites , como los términos donde entra Ax se reducen 


e e o 


á cero, se tendrá E AI+A lu, ; 
ó quitando el divisor da=41tdx+4'udx=1x4dx4-uxA "dx; 
pero 4dx es igual con-la diferencial du de u, y 4'dx es la diferencial 
dt de t, luego tendremos da=d.ut=1xdu+-uxd , brsisgesb obuob sb 
lo que nos enseña que para tener la diferencial del producto de dos fun- 
ciones es necesario multiplicar cada, una por la diferencial, de la otra; 
y como siendo 14,f, funciones de x las podemos considerar en general 
como variables, resulta que quando se tiene una funcion que es el pro- 
ducto de dos variables, para hallar su diferencial, no hay mas que 
multiplicar cada una por la diferencial de la otra. y reunir: estos, 
Productos. ss , y ” 
519 Si'quisiéramos comparar ahora la diferencial de una funcion con, 
misma funcion, dividiríamos los dos miembros de la, equacion 
d.ut=udt+tdu por la funcion primitiva ul b 
d.ut du de 
y tendríamos =— +» 
PI u t 
lo que nos suministra otra nueva verdad y es que la relacion que, tiene 
la diferencial de una funcion de dos variables con la misma funcion y 
es igual á la suma de todas las relaciones que tiene la diferencial de 
cada variable con.la misma variable; lo qual nos conducirá á la ex- 
presion de la diferencial de un producto” tompuesto de tantos factores 
Como se quiera; porque si tubiéramos ¿=Uurs, haciendo rs=2., 


ex; dx. 04. 38h. *. de 

eria z=ul, y RAW A +—, , OL maz 

DU Ya ua ooo ee de ias 
di d.rs dr ds dz d.urs 

Pero como — =— == + —Y—=: UE 
t ys r s z' UrS 


¿duras . du, dy. ds... 
=— += +—; 
UNS u r $ Fara 
Y del mismo modo se-hallaria.que siendo 2=Uursty..«Ke., 
. dz d.ursty...Stc, go dr ds dt d 
se tendria —= bl ls al qe — E E == Y + Kc. 
2 Ursty..So. Mojo El 8 AT E 


tendrémos 
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y si ahora quitamos el denominador en esta expresion, se tendrá 
di=d.ursty...—rsty...dutusty..drrurty..ds-+ursy...dt+-urst.,.dy-+ 8, 
lo que nos dice que qualquiera que seu el número de factores variables 
de una funcion, la diferencial de su producto será ¿igual á la' suma de 
los productos de la diferencial de cada uno de ellos pur el producto de 
los demas. : e 


520 Si la funcion z estubiese representada ahora por el quebrado —; 
13 


u | pe Raga 
tendríamos =% de donde u=z2£, y [$518] du=2dt+tdz, 


11 1 f es de du «dt Les 
de donde despejando dz tendremos d¿= A 
ds. e p Í 


A y e 
SY m4 ye PA Ñ Y 13) 1 3 


4 : ) Y u po 
y substituyendo en lugar de z su valor se resultará 


RE 
eS d pias ep 
10 u É u  uat tdu—udt 
dr. A A áKíZA A AA A A A AS , A 
lA 


000 t t 12 ¿2 E 
de donde resulta que la diferencial de un quebrado es igual al denomi- 


nador multiplicado por la diferencial del numerador, menos el numera-: 


dor por la diferencial del denominador, y dividido todo estu por el qua- 
drado del denominador. y 
521 Quando el numerador de la fraccion es constante y la función es 


AE A 2 sn EN 
pos exemplo A entonces haríamos u=a, y como a, siendo 'cons- 


tante, no tiene diferencial, el término tdu=ida=1.00 desaparecerá 


adt : oh 


. . a 
dela expresion anterior y se tendrá da=d.— ==— ——» 
£ (2 


que nos dice que la diferencial de un quebrado euyo numerador es cons- : 


tante, es igual al numerador tomado con un signo contrario multipliz 


cado por la diferencial del denominador, y dividido esto por el qua- 


drado del denominador. 


522 Para hallar la diferencial de las funciones ==", supondremoS 
primero que » sea un número entero y positivo, y por lo mismo z será 4 


producto de un número u de factores iguales 4 1; por lo que en virtu 
de lo expuesto [519] será | 


dz  d.xn dex. de ¿de de: de: dí 
is. pu - TZ — + — + — + — + — Hs... 
2 a? HERRIA x Xx x Xx x 


y como siendo m, el número de factores del primer miembro, el segundo 
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f ' : : N dx pr pe 

tambien se compone de » términos, y todos estos son iguales 4 —, 
Xx ' 

dz dan  ndx . 
Se tendrá — =— =—, 

% xt x 

nxtdx 


k 


ó quitando el divisor di=d.«r= = 1nx0—1dx, 


% ' 
. ER ¿RAR 
Si suponemos ahora que la funcion sea ¿=x% siendo p y q números 
Enteros y positivos; elevando á la potencia q tendremos z2=x2, 
de donde d.zl=d.x?; 
Pero siendo p y q números enteros y positivos se tendrá por lo acabado 
de demostrar d.z2=q29—1dz y d.xb=pxt—1dx, Ph 


ego resultará qz9—1d2=px2—1dx , y despejando dz 
pxt—=Idx. pp  xb—Idx DP. xt —1dx . 


| Será di= — — = =x A a =p 
gr1—1 q Es: q ESE 
22 : ei 9 
MO p—1—p4 2 di 
Sd , Pam E dx, 
q 


Jue es lo mismo que antes suponiendo n= .5> | 
A El : 
En fin , si fuese negativo el exponente y le representamos por —m, * 


Se tendrá ¿=x—1= e de donde se saca [$521] 


' xn 
ro —1.dixf dxn 
| E=d a—id, €  — =—— 
an xn. a xq2n 
Y como por lo que precede dx?=nx%—1dx,. 
—NxM—1 dx : 
Psultará di=d.x—1=, —=— AMI di NA], 
| A a e 

| pS esta enumeración de casos en que puede hallarse el exponente n 
| do: > que para diferenciar una potencia qualquiera de una cantidad 
| , y Ñ ] 
¡ ¡Ne te $ de una funcion, es necesario multiplicarla por su exponente; 


“nutr despues el exponente en una unidad , y multiplicar ePresul- 
> Parla diferencial de la variable 6 de la funcion. 
ti :0% $2 reglas dadas hasta aquí bastan para diferenciar todas las fun- 
Cion S A la variable no está enlazada sino por adicion , Substrac= 
| Marie mu tiplicacion, division, elevación á potencias enteras Ú fraccio= 
tar 1, y Positivas 6 negativas. Vamos ú diferenciar algunas para manites» 
A aplicacion de las reglas, 
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Sea ¿=ax2+bx4+c; como [$ 517] la diferencial de una expresion 
o " > dy DN j , PARE Od AT a Bd EP EA ARAS s ; 
compuesta de dos 6 mas términos variables es igual ¿la diferencial de 
cada uno de los términos, tendremos da=d.ax?+d buda d.o; 
pero d.axr=2dxdx,d.bx4=4bx3dx, y d.c=0, porque las constantes no 
“tienen diferenciales, pues no siendo susceptibles de incrementos , tam- 
poco puede haber límites de estos; luego será da=20xdx+á4ba3dx ; 
y si se nos pidiese el coeficiente diferencial iS =2ax+ 4bx3. 
CITI 0-54. 00 TN , $ ; 
Sea ahora 2=4-+Dy/x+ —; tomando separadamente la diferencial 
de cada término, la del primero desaparece por ser constante; el segundo 


puesto baxo la ma bxé, ii e 
bdx bdx... 7 “4 


y L- : 2 E 

de dd dE E, 

y bai f ; qa 2V x 
| NS ¿cdx | 
la del tercero — es [521]-—5 : 

: : Xx a2 
y reuniendo los resultados parciales » 

; bdx cdx e UR 

se tendrá dz= —— = —— Jar, 


YE a ts, 
de b C 
y el.coeficiente diferencial será — === 
; , 5 dí xa 
21 x 


E ed b | c e 
Sea ahora la funcion ¿=4=w A ARÁk 
Mae IN | 


haremos que esta funcion se reduzca á exponentes de la variable en €! 


numerador y será z=a-+bx ' ox Ben, 


y aplicando á cada término la regla dada [$ 522] tendremos... 
Ea pa abdx  4cdx  2ed% 
di=—2bx 3dx+ Hex 3dx—2tx "3d x= —G + PE 


23 ES Sí 
$ : pe 
' 


y poniendo en vez de los exponentes fraccionarios, los radicales pues 4 
en ello; venia propuesta la qlestion resultará 
2bdx 4cdx 2edx 
A 


l : P Ue DR qe ae 
y el coeficiente diferencial será rre AS Pr 
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524 Los exemplos propuestos hasta aqui no comprenden sino mono- 
mios; pero hay funciones que no pueden descomponerse en términos de 
esta forma sin un desarrollo preparativo; tal es por exemplo la funcion 
¿=(a-+bx)”, para aplicar á ella la regla [$ 522] sin necesidad de des- 
envolverla, se considerará el binomio a+-bxM como una funcion par- 
ticular u de modo que será ¿=u*; y observando que la diferencial de us 
es generalmente nu —Idu se concluirá di=n(a+bxm)y—1d (a+ bam); 
y como d.(asrbam)=d.bxM>mMbx—1d xy E 
resulta que da=n(a+ba2)— mba dx=ambxi—1, (a+ bad, 


525 Si se tubiese ¿=YWa-rba+cx? se miraria este trinomio como 


> : : 1 
una funcion particular u; y como la diferencial de y/u 6 de u 2, 


y ] —l du 
es Lu2 du=gU du= —, 
ES 2 Uy 
E ps du d(a+bx+cx2) A Ps 
resultará da=d.u.= — = o E 


edu .2Marbxrca2 ey arba+cxz 
Como ocurre con mucha freqúencia diferenciar radicales de segundo 


du 
grado, traduciremos en regla el Pa de la diferenciacion del 
PA 2 15 ; 
radical 4/u, y diremos que la diferencial de un radical de segundo 
grado se obtiene dividiendo la de la cantidad que se encuentra debaxo 
del signo radical por el duplo del radical. 


526 Aplicando esta regla y la dada [519] ¿la funcion 
¿=x(024x2)Y aa? , tendremos 


da=(ar4-02)y 0222. daa 022 dada?) rara jdy aña ; 
—2x dx > «do 


pero d(a?+x2)=d.x2=2x dx; dy ad—=—— 
2 Y (12-12 Val —y 2 


luego substituyendo estos valores arriba, tendremos sacaudo fuera de 


un paréntesis el factor comun de 


12(124x2) 


di=[(a+22)Y a2—a242x%/ aa — dx, 
ai—»? 
ó reduciendo el entero á. la especie del quebrado que le acompaña 


(124x2) (022) 4220202) a U124?) 


di= A 
: . V a42—x2 
E E A de 04—4x4+40%x? 
A 
V 42? Y a42—a2 


Pp Tomo 11. Panrz 1L 
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. pt . al_—xq2 : 
Si tuabiésemos ¿= ————- , resultaria 
ep AR ALEA a ? 
(at+r0a?x2+x4)d(a2—a2)—(a2—x2)d(a 44 alaltx4) 


da= 


(ad+a%x2+x4)2 a E ll 
que se convierte , executando las operaciones indicadas en el numera- 
—2(204+242x2—x4)4x 


dor y reduciendo, en di= 
o (ui atx2+34)2 
527 Terminaremos estos exemplos por la funcion * 


o A í(- _ _— EI AA  EPEEE—ÁE_—_crJ0Ñ0$0—2 


¡FE a 
Z= Y E, sá v(é—=3) 


que comprende muchas operaciones algebráicas que se pueden efectuar 
sucesivamente. Para facilitar la diferenciacion conviene á los principios 
hacer algunas substituciones, de manera que haremos yt, 


BA ——Ñ 
—=1 , Y (e%4?)=uw, y tendremos 
Vx | : 
¿=vY (a—t+u)3=(q—t+0)*, lo que nos dará [ $ 524] 
: I—i 3), ELE 
dat) d(a—t4u)=3(0—t+u)  Hd(a—t+0)=.... 
3d(a—=t+u)  —3dt+3du 
A A a. : 


EA JE 
4YVat+u  ¿Va—t+u 


dx 
y contare VE 21% 00 Bl 
k Xx ia e" > EN » 


pm pS adíct=r2Y  —¿xdw 
dusz=d (0212) Uca Ta 12)= ki sed Ad 4 


3V ¿212 3V c2—a?, 


resultará por último. 


— hdx —áxdo 3b ¿n 
2I00/ x IV Ca? ay y (ca—a2)ja 
di= Td ; ea 


b 35 


4 - A | b S : di 
U— ——+-4/ (0920 )2 Ja NY (CU Ja 
4 Vx Ny Vx 
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.528 Como toda expresión es susceptible de diferenciación, y €5 su> 
mamente importante el ponerse diestros en diferenciar, pondremos aqui 
algunas expresiones con sus diferenciales , á fin de que Jos principiantes 
indaguen las substituciones y transformaciones que dcben dar para en- 
contrar las mismas diferenciales por sí mismos. ES 


(ERA A 
«Si fuese =/ (ax? + ai ZUR 12)4 id 
+ > | 


e 


Y 


De -21—2% -- > 
4(zax— o. E 3 EY ¿po aiii) 


3/3 3 (20% a?) 


se tendria dia= OS _—— dí >] 
4 as E ÓN 
yx 
Va? | : 
A C—x 
(a+ — He 
ya2 V 20x an AS 
2 no 5 3% Xx Pc A A 
se tendria di > - - d%e 
3.) + TE 
3 a — E V acxa-—a2 
Va? 
, : 02 
Si fuese ¿= - se tendria di=-———— "ida. 
at+ryY ai+4a? : VMatx(x+ NY 2 +47)? 


De las diferenciales segundas , terceras, Ec. y de sis uso para desen- 
volver en serie las funciones , y hallar sus incrementos. 


529 Siendo el coeficiente diferencial una nueva funcion de x, se 
puede someter á la diferenciación, y dar paa el límite de la relacion 
de su incremento con el de la variable 4, su propio corficiente dife= 
rencial que será tambien una funcion de x. Haciendo suceder así unas 
diferenciales 4 otras, se deduce de la funcion propuesia una serie- de 
límites ó de coeficientes diferenciales que Se distinguen en úrdenes, se= 
gun el número de diferenciaciones que se han necesitado efectuar para 
obtenerlos. | 

Así essque sisiendo ¿=f.(+x), al primer «coeficiente diferencial le la= 


mamos  , tendremos ES : 
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como Á +s una funcion de x que se deriva por una ley constante de 


J(x) la Mamaremos f”.(x); y siendo 4=f".(x), esto es, siendo 4 una fun 


cion de x, será susceptible de diferenciación , y el coeficiente diferen- 

. ¿AA , ; , LS E BAN 

cial será TE le llamamos B como ha de expresar otra funcion 
- 5 


de x, que+se deriva de f”.(x) del mismo modo que f'.(x) de fx)» 
se tendrá B=f".(x), 


y su coeficiente diferencial será == O A AA 


y así, A 6 f'.(x) representará el coeficiente diferencial de primer órden 
de la funcion propuesta, Ó la funcion primera como la llama Lagrange; 
B el de la funcion 4.6 el coeficiente diferencial de segundo órden 
de la funcion propuesta; Cel 1.2 de la funcion B 6 el segundo de la 
fancion 4, ó el tercero de la funcion propuesta f.a.Sc. y se debe 
observar que los coeficientes B,C,«c. se sacan de las diferenciales suce- 
sivas de dz, tomadas en el supuesto de ser dx constante. Nosotros se- 
fñialaremos estas diferenciales así d'dz)=ddz=d2z,díd23)=d32,8tc. 
530 El exponente que afecta á la característica d indica una Opera= 
cion repetida, y no una potencia de la letra d que jamas se considera 
como una cantidad sino solo como un signo. Esto supuesto, las equa= 
dz dá dB 


ciones —=4,-—=B,—=C, Gc. darán 
dx de dx 


dz=4dx; d 4=Bdx; d B=Cdx, Qe. 
diferenciando de nuevo la primera sin hacer variar á dx, se conyer- 
tirá en diz=d4Ádx, : 
y poniendo en vez de d4 su valor sacado de la segunda, se tendrá 
d2z 
d22=Bdxdx =Bdx2, de donde B= —-; 


a2? 


diferenciando de nuevo la equacion d2=Bdx? en el mismo supuesto 
de ser dx constante se hallará diz=dBdax?, 
y como por la tercera equacion dB=Cdx será d3z=Cdxdx2=Cdas, 


éC d3x .* dz d2z d3z 
A TO uego setendra an E, a: Ge. 


531 Si la funcion propnesta fuese por exemplo ¿=da4", se tendria 
¿=d.aii=naxe— dx, ma? 

y suponiendo constantes n y «lx en esta equacion diferencial, si volve- 

mos á diferenciar será d22=d?*.0x=d.d.axt=d.naxt— 1d aa... 


nadxxd.ar—I=aadx(u—1)00—2di=n(N—1)a9—2dx2; 


=> 


A 
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y del mismo modo se encontraria ; | 
d3z=d3.ax"=n(n— n—2)aarn—3dx3, 
diz=14.0x"=n(n—1)(1 —2 (1—3)ax0—4dx4, 
dsz=dS.axi=n(n—1)(1—2)M—3) 1—4)aai—3dxS , 


sd 2 

y los coeficientes diferenciales tendrán los valores siguientes ; 
dz ; , 
— =naxt—I, 
dx 
d2z 
— =(N—1)ax2—2 
dd Sr 
ON 
dz eds ca , 
— =n(n—1)(0—2)(0—3)axr—A, 
dx4 
dsz 
O 

y Ec, . | 


Donde se advierte que en.el caso en que nsea un número entero po- 
sitivo la funcion z=ax7 no tiene mas que un número limitado de di- 
ferenciales, de la qual la mas clevada es LA 
diz=d".axr=n(n—1)M—2 1—3(m—4(0—5)....1a dx, 
expresion que no es susceptible de mas diferenciación, pues que no Con- 
tiene ya mas variables; luego se tendrá entonces para el último coefi- 

diz d".axn 


ciente diferencial —— = 
dx.» dxe 


es decir, una cantidad constante. 

532 Como conviene tambien ponerse muy diestros en encontrar los 
coeficientes diferenciales, nos propondremos la siguiente expresion para 
hallar toos los coeficientes diferenciales, 4 saber : 
R=ax7+ bs 4cxS4 ex fx gata tl, 

Y. se tendid 
dz 
—= arde óbas+5cat+gerta3fa+2garh, 


=n(n—1)][M—=2)[0—3). .. .... 1.0, 


dx 
das t, 
da as px bad 4X5ca dt 3x4 ext 2x3 028, 
diz . 

de NÓ XT ARA RG DA GOA 3 gen aX3Í, 
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» 


diz añ 
IRÓNICA Ó NARA INIA Sion AS 


Y o a 


dSz ms l BIN de EE 
TP PA PRA ANDA TIA IRC) A ARTBAGB 
d6z odos 191047 eu 1 1 eo Sian sibuio calngisi: PE 
DIXO] aa xo x4x5xÓS, 3 

x . a . 3 1) 
diz <=: j : 
E ISP OS 
y como, este coeficiente diferencial es una cantidad constante, ya teno=. 


mos que no tendrá diferencial; y por lo mismo los coc ficientes diferen= 
ciales de los órdenes superiores serán cero. AYui se observa que ú cada 


operacion va desapareciendo uba constante. 


533 Fundados en esio tenemos un wedio muy simple para desenvok ' 
ver en serie segun las potencias enteral de X, toda luacion suya que sea 
susceplible de esta forma, y cuyos coeficientes diferenciales sucesivos se > 

5/y como porel supuesto'se' 
rlás potencias enteras dex, * 


pueden encontrar. Sea 2=/.(-<) esta funcion 
quiere transformar en una serie ordenada po 
se tendrá ¿=4 +Br+Cs2+Dx24-Ex4+%e. (m), 
y hallando los coeficientes diferenciales será > >! 


d 
e =B+2C4+3Dx%4+4Ex3 +8Gc. 


+. n 


dx 3 


de. | 

— =2C+2x3Dx+3x4E32+€0. 
dx? 

d3z 

=2x3D+2x3x4Ex3 +80, 

xXx 

dz 48% 

—- 222 X3X4 4 +0LC. 

das 3 


y 
yu 


Ge. 
que el valor que tengan en un valor particular de x. ese tendrán en. 


qualquiera otro; luego sus | hac 
=0; y como haciendo 1=0, el desarrolló de la funcion primiliva se. 


convierte en 4, tenemos que el primer cueficiente 4 esigual á aquello 
. * . ... * E, + » 
en que se convierte la funcion primitiva. haciendo en elia la variable 


igual con o; y si llamamos A ARANA 
“dz dez d3z déz 


vierten los coeficientes diferenciales —y == —- Sc. 
dt dx? diz 4x3 des" 


Como las cantidades 4,B,C,D,ótc. son independientes de x, resulta ñ 


valores los podremos determinar haciendo. 


“Ge, d aquello en que se cons ll 


EPA A et 
£ vel 
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enveste mismo supuesto, sertendrá que haciendo x==0 en los valores de. 


” = 


estos que acabamos de sacar será. CS 
A BA RO; ¿4 “1x2x3D; 1"=1Xx2X3X4E, 00. > Las. 
de donde pro wa? pe pdas ee Ap 
BS e — A; D= ACES A!” y Ric. 
E BCE lil 1X2X3X4 
Luego si substituimos estos valores en la equacion (m) resultará 


=/(1) 2440 4024 Aoi a Am 
1X2 1X2X3 1X2X3X4 | 
Luego para desenvolver en serie una funcion qualquiera de una varia- 
bl le. podemos dar esta regla: supóngase: x=0 en la Funcion primitiva y 
se tendrá el primer término de la serie; hállese el primer cueficiente 
diferencial, supóngase en él la variable igual cero, pártase por uno y se 
tendrá el coeficiente de x; y en general para hallar el coeficiente del 
término donde la variable esté afecta del exponente n, hállese el coe= * 
ficiente diferencial del órden n, supóngase en él la viviuble x=0,pár= 
tase esto por el producto A y se tendrá el o dexien * 
el desarrollo de la funcion. 
534 Si tomamos por exemplo la funcion E=(a+0)r, epdraiada” que : 
lacer a=0 para encontrar 4 y resultará 4=a% ; hallando el primer - 


dz 
coeficiente diferencial será cm =n(arx)jo—1, 
dx 


Y como para sacar el valor de 4” es preciso hacer ao será 4A' nat 
hallando el segundo coeficiente diferencial será ws 
d2z 

PA —2, 
da ==" a+)? 


Que haciendo x=o se convertirá en 4 =n(n—1)ar—2; 

hallando el tercer coeficiente diferencial será 

d3z 

AGA a la / o 

a = n(a—1)n—2)0+x)"—3, 

de haciendo x==0.se convertirá en AECA adi; 
Allando del mismo modo los domas coeficientes diférenciales y ha- 
5 “na(a—1)(n—2 )M— 3 AA, 

endo en ellos x=0 cesultará its ame 3 (aja rss 


Luego substituyendo estos idicies en. la equacion (o) se nos CONYEL= 


EU n an : 
de: E AA — MINH OS GIA 
, 1 1x2... 210 
aria) 
O e A o 


1X243 1X2X3X4 
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Como los principios de la diterenciacion los hemos expuesto sin-sus 
ponerel desarrollo de (a+-x)", podemos mirarle ahora como probado para 
todos los casos en que el exponente es entero ó fraccionario , positivo 
negativo; y vemos que nos da la misma forma que vacámos [L. 302) 

535 Esto mismo nos va á conducir á expresar por medio de los coe- 
ficientes diferenciales el desarrollo general del valor que toma la. fun- 
cion 2=f.(x) quando se substituye x+ Ax en vez de x, Ó x+k, porqué 
hemos visto que entonces se tiene 2=f.(x) +.4R--BX2+-CK3+.Dk4Gtc. 
y como alli no hemos dado á conocer un método general para determi- 
nar 4,B,C, 8c. inmediatamente, dada la funcion, vamos ahora 4 mani- 
festarlo; pero quando hemos tratado de esto hemos considerado 4 la fun- 
cion 2/=f.(x«-+k) como funcion de k, y con relacion 4 cla la hemos 0r* 
denado; luego a” tendrá esta forma [$533] q 

1 ES UN y ELLA 
z¿¿=As- —k+ — k2+ - k3+ k44 Kc. 

1 1X2 . 1X2X3 1Xx2X3X4 : 
y aqui entenderemos por AAA" A!" sg. el valor que toman 
. dz* dez d32'- 
=P +k), + — 

dk" dk2, dk3 

k=0; pero desde luego se ve que haciendo k=0, 2=f./x+k) se cons 
vierte en f.(x), esto es, en z. Por otra parte los coeficientes diferencia” 
ciales de antes, miraudo 4 k como variable y á x cumo constante, sol 
los mismos que los que sehallarian considerando áx como variable y 4 
k como constante; porque si suponemos «Tx -+k la funcion z” se com? 
pondrá de a* del mismo modo que la funcion z-se componia de a; de 


donde se concluirá dz"="4dx”, UNA 
siendo “4 una funcion de x” y dx'“=d(x+k); sino se hace variar sino * 
/ * 


¿Gc. quando en estas expresiones se hace, 


| d. 
se tendrá dx =dkd='Adk, y = 77M 
ú 


no haciendo variar sino x se obtendrá 


dz! de  dx' 
dx'=dx.d2'=*4dx y — ='4 | im — 
3 "E O 
tetona fachdis! alto 
1 e e a 
a funcion*4 siendo una funcion de x” se tendrá aun dk > 
dez'  d2z' dez" duz 
de donde + de? y en general A 
Esto supuesto, quando k=0,' convirtiéndose en Z, | 
E AO ! 
¿ — dx? — dxa” 7 


3 da k diz k2  d3z dl k3 d4z % RA 8. (0) 
y e E 1 4 dx2 1x2. dx3 1x2x3  dx4 1x2X3X4 


transformado para desenvolver en series las funciones. 


(«+k)7, y hallando los coeficientes diferenciales —, 
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Esta fórmula que se. conoce con el nombre de teorema de Taylor, por- 
que este Geómetra ingles fue su inventor, se debe mirar como la base 
del cálculo diferencial. La (n) [533] tambien es del mismo autor, y la 
deduce de esta, la qual se conoce con el nombre de teorema de Taylor 
536 Esta fórmula contiene tambien implícitamente el desarrollo del 
binomio de Neuton, porque si se supone ¿==",z” se convertirá en 
: : dz d2z d3z' 
de! da2? dis? 
y substituyendosus valores 1. —1,m( 0—1)0%=2 n(n—1 )(n2)x1=3, Sc. 
en la fórmula (0)se tendrá. qee 7 
k ka 
2 = (AR MW A + n(n— 1) —2 2 
es ; E ecpallría ¿ojete 


7 En(n—1)(0>72)(8—3)a0—4—= EN + Exc. 
1X2X3". “"1X2X3X4 
537 Tambien el teorema de Taylor manifiesta que los diversos coe- 
ficientes diferenciales tienen aun la propiedad notable de formar, quando 
se les divide por los productos 1,1X2,1X2X3,1X2x3X4,67c. 
los multiplicadores de las potencias del incremento k en el desarrollo 
completo de la diferencia; porque quitando z de ambos miembros da 
a en. Ale TRI CASO RA 
BZ Z= XA EH XA — e XX + Gc, 
100 dal 1x2: dad 1x2x3 0 
pero llamando Az 4z'—x y Ax al incremento k, porque es el incre- 
mento que ha sobrevenido 4 x, tendremos 
dz Ax: diz Ax? d3z.  Ax3; 
A O 
dx 1 dx2: 1x2 da3 1x2X3 | ó 
538 Quando no se tiene mas de una equacion entre tres variables, 
es necesario fixar primero los valores de dos qualesquiera de estas para 
determinar la tercera, que es por consiguiente una funcion de las dos 
prinacras. Po. 1 u pa 
¿Si se tiene por exemplo la equacion x2+u2 +22=a?, no se podrá ob- 
tener z sin haber señalado de antemano valores á x y á u; pero conviene 
Observar que las cantidades x y u; no estando enlazadas por ninguna 
relacion, la segunda puede permanecer la misma aunque la primera 
haya mudado y recíprocamente. 
De donde:resalta que el valor de ¿ puede variar de muchas maneras: 
1.” en .conseqiiencia de una mudanza que haya sobrevenido dx da u 
solamente ; y' 2,2 por el concurso de estas dos circunstancias. En el pri- 
mer casos. la cantidad u.ó.la camidad xy siendo considerada como cons- 


n(n—n—2 )an—3 


+«c(p)- 


Mate y: La eyuacion propuesta viene á ser en realidad una equacion de 


Tomo 11. Paxrx Il. 
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dos variables; así, quando x sola, muda, se tiene diferenciando y di- 


po dz 
vidiendo por 2, que adx-ezdz0, Ó a+z q 
ps 


: : dz 
y quando u varía será udu-+-2dz=0, ó U-+z q => 
7 


7 y | adx.. udu 
Luego se tiene sucesivamente di=— ——, di=— GETS 
hos ad 
donde se debe advertir que la primera de estas diferenciales es relativa 
á la variabilidad particular de x, y la segunda á la de w; lo que se €x- 
presa diciendo que la una es la diferencial parcial relativa á xy, y la Otra 
la diferencial parcial relativa á 4. 


] dz x dz uo 
Los coeficientes diferenciales análogos son —=— —, — =— —. 
. > dx 2 du Z 


- En general, quandó se trata de una funcion de muchas variables”, se 


dz 
debe uno acordar que en e dz es la diferencial parcial de z relativa- 
. Xx 
, dz. ye ¿ : , 
mente 4 x, mientras que en 775 dz es la diferencial parcial relativa á 
173 
u; más para mayor claridad se señala la diferencial parcial de x con re- 


-Z : .Z 
lacion á x, por e dx, y con relacion á u por TN du, 


539 Representemos por =f.(x,u) una funcion qualquiera dex y de 


4; suponiendo primero que solo se altere la variable x, y que se con- 
vierta en x-+=k, será necesario considerar á uw como constante, y ú la 
funcion propuesta como si solo fuese funcion de +; luego tendremos en 
virtud del teorema de Taylor [$535] 
dz Rk- diz k2  d3z  k3 
Alo) =2 4 IX + =—x— + RX 
de 1 -dx2 “1x2  da3" 1Xx2Xx3 
Si se quisiera encontrar en lo que se convierte la funcion propuesta, 
quando w sola toma un incremento h, se consideraria dx. como cons» 
tante, y 4 x.4f.(x,4) como una fuacion de u,.lo que daria 
de h dix. h2 .d3z . h3 
Fx u+h)=2+ Xx — +9 X — + — X 
dx 1  dx2 1x2 dx3" 1X2X3 
Supongamos ahora que las cantidades x y u varian al mismo tiempos 
y que se conviertan en x-+k,u-+h 3 como no se ha señalado ningun va- 
lor particular á la funcion f.(x,u), no es posible hacer en ella ¿un mismO 
tiempo las dos substituciones indicadas ; pero se percibe con claridad 
que se llegará al mismo resultado convirtiendo primero á x en x 


+Gc. 


+Gc. 


a 
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y poniendo despues u-+% en vez de u en el desarrollo que se haya ob- 
tenido por la primera operacion. 
Luego, como teníamos ya que 
dz k d2z  k2 d3z k3 
Hp AA 
dido, ONE EE RD 1 
en la que z es igual con f.(x,u), resultará que para desenvolver los 
coeficientes de los diferentes términos de esta serie, teniendo relacion 
con la mudanza relativa á u. será necesario considerar en cada uno de 
ellos á + como una cantidud constante, y por consiguiente se les debe 
tratar como funciones de la sula variable u. Segan esto, ¿ 0 f(x,4) por 
. ) . 5 Y 
el incremento 4 de la variable uu se convertira en. | 
dz h dz /h2 d3z h3 
o ió o is 
du 1. ._du2 1x2 dul 1rx2X3 
Y , 


da / 4 
Ahora, — que es una nueva funcion f”.(x,u), considerando que en ella 


Fo ek,1)=x%+ +G«c. (q) 


+GC. 


varía solo la u, á la qual le sobrevenga el incremento h, tendrá [535] 


: dí dex dz 
o E ro A 
x—+ 


esta forma — + —, x— + -—X Go. 
do dele 1 du? 1X2 dus 1X2X3 
dz 
d —) - > > 
ed 


— indica dos diferenciaciones hechas sucesi- 
7) 


Pero la expresion 


vamente sobre la funcion propuesta, la primera atendiendo solo ¿4 la 
variabilidad de x», y la segunda 1o considerando sino la de uz esta Cx- 


j 


; DÍA as PP Y dz 
presion se indica con mas sencillez del modo siguiente a y del 


dudx : 
dz 
e(%) 


mismo modo ep t ES dá 1 á 
se representa ——— por --—— ; en general, será neceia- 
: dua * duzda? 8 7 


du+- ma 


Elo enteader: por 
p du 


AT el coeficiente diferencial del órden » rela. 
t Ú 


¿E diz s 
vo Á la funcion in no considerando en ella sino ú u como variable, 
a 


relé esta funcion es ella misma el coeficiente diferencial del 
a m.de la funcion propuesta, no súponiendo sino 4 x variable, 
sto Supuesto, la substitucion de u+A en vez deu convertirá 4 
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dz. dz dez  h d3z . h2 d4z AS, 0! $ 
— en -—+ x— + x— + -X , 
de — dex  dudx “1 dundx 1x2 dusdx  1x2X3 cy 
dz  d2 diz _ h diz h2 dSz 13 € 
— en —— + ——Xx— + x— + —x + GC, 
dx2  dx2  dudx2 1 du2dx2 1x2 -— du3ldx2  1X2X3 
d3z d3z d4z h d3z h2: d6z h3 : 
— en — + x— + Xx — + ——— x — — +o, 
dx3 — dx3  dudx3 1 > du“dx3 1x2  du3dx3  1x2Xx3 

GC. 


Substituyendo estos valores en el desarrollo (q) de f(x+k,u), y or- 
denando de manera que todos los términos en que los exponentes de 
k y de h forman una misma suma, esten colocados en una misma Cco- 
lumna vertical, resultará 

AAA dz h * dez h2 q d3z h3 
(ek uth=i+7X- + —Xx— — X 
ARRE du 1. due 1x2  du3  1x2X3 
dk  d2z hxk diz  h2 R 
H—X" + —x— +5 x—X-+ Úc, 
dx 3  dudx 1x1  duédx 1x2 1 y 
dez ke diz ho Re e (1) 
x—x— E Úo, 


+ Gro. ) 


+ Xx —+ 
dx2 1x2 dudx2 1 1X2 
d3z k3 
— X + Gc. 
da3 > 1x2X3 


540 Hemos obtenido el dasarrollo precedente, substituyendo pri- 
mero x-+k en vez de x, y despues u-+h en vez de u; pero se hubiera 
podido proceder en un órdeu inverso, y principiar por la substitucion 
relativa á u; entonces f.(x,u) se hubiera convertido en 

dz h diz h2  d3z —h3 
Ple ue) = + —xX— + —X — +— X 
du 1 du2 1x2 —du3 1X2X3 
la substitucion de x-+ken vez de x, en esta serie, hubiera convertido ó 
da. R dx  k2. dix UN 
ZONA RU X—Á E RA RÁ E + QC. 
e do da? 18. dx8. 1X2X2 


dz dz d2z k d3z k2 d4z k3 


+ GC. 


—(A— EX — + x— + x +4o. 
du du  dxdu 1. dx“du 1x2  dxidu  1X2X3 

dz dx d3z k d4z k2 dóz k3 

du2  du2 dxdu2. 1  ax?du2 1x2  dx3du2 1x2X3 


d3z  d3xz d4z k díz k2 d6z k3 
XX — + =— X — + —— X 


— en — + 
du3 — du3  dadu3" 1  da?du3 1X2  dx3du3  1x2X3 
, Go, 


+ co 
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y-se hubiera obtenido por consiguiente 


dz Rk .d2z  Rk2 d3z k3 
Plot uh) — X= + 3 X + —=X +6O, 
Er dx2 1x2  dx3 1X2X3 
dz h diz k h d3z Rk2 h 
+ —X—+ ¿— —+ .— .-+Ge. 
du 3 dxdu 1 1 dx2du 1x2 1 (3) 
dz  h2 diz k h2 
+ —X— + .=. ——+Gc, 
du2 1x2 dxdu2 1 1X2 
d3z h3 
+ Xx +6Gc. 
dul  1x2X3 


Y como es indiferente el mudar primero á x en x+k, y despues 

á u en u+h, 6 executar las substituciones en un órden inverso, puesto 
que de ambos modos se obtiene igualmente f.(x+k,u-+h), resulta que 
este desarrollo debe ser idéntico con el primero. De donde se deduce 
comparando en estos desarrollos los coeficientes de los términos homólogos 
d2z d2z d3z diz — di+Mz dn+mz 


dudx  dxdu” dudx2  dx2du' dundaw"" dxtdun 

541 La primera equacion nos enseña que el coeficiente diferencial de 
segundo órden de una funcion de dos variables, tomado primero con 
relacion á una de ellas, y despues con relacioná la otra, queda el mismo, 
qualquiera que sea el órden que se haya seguido en las diferenciacio- 
nes, Para comprobarlo elegiremos la equacion ¿=="u"; si se diferencia 


Szc.=c. 


dz 
primero considerando á x sola como variable, se tiene ri 
x 


diferenciando despues este resultado, no. haciendo, variar sino á 1, 


: dz 
se tiene ' —=MNAV—1yN—71 5 
dudx 
- Operando en un órden inverso , se halla 
dz d2xz 
— NAM YO —1, mM —1y—1, 
u dxdu 


donde se ye que estos dos resultados son iguales. 
Si de la equacion (s) restamos la primitiva z=f.(x,u), y substituimos 
Au en vez de h, y Ax en vez de k, resultará 


dz d?z Ax? 
Flokyuth)—f.(%u)=4.f(x,0)= xAx+ x —+k0, 
dx : dx? 1x2 
dz d2z : AxxAu 
de xAu+ Xx —+ Go. 
u dudx 1XI 
d2z Au? 
+- X ——+-Uc. 


du2 1x2 | 


134 DEL CÁLCULO DIFERENCIAL. 
ahora, si suponemos que x solo varie, será Au=0, y la diferencia par- 
cial de la funcion con relacion dx, será 


A.f.x. dz dz Av 
—— ) xAx= — xAx+ Xx +40, 
Ax dos (lx2 1x2 


que hallando la relacion, y pasando 4 los límites se tendrá 
d.f.(x.u) 

—xdx : 
dx dz $ d.f.(x,u) dz 


A Xdx= —X1x, 
dx dx dx dx 
que expresa la diferencial parcial de la funcion con relacion dx; del 
mismo modo hallaríamos que la diferencial parcial de dicha funcion 
dz | 1] 
con relacion á 4, seria —xdu ; 
du 


de donde se deduce que la diferencial total de dicha funcion será 
y ee da i 
d.f (ou) =dz= => xdx+ 7 xdu, 


d z 
Si hacemos — =M sy —=N, setendrá de=Mdx+Ndu ; 
dx au 


y si diferenciamos la primera de les equaciones anteriores con relacion 
d2z dM d2z dN 


áu, y la segunda con relacion á x, será = , —¿— 2 
/ 8 ; dais du ) dudo da ? 
d2z d2z dis dWM dN 
somo == se tendra - = 
o dxdw dudo ” du dx ” 


cuya equacion nos expresa la condicion que se debe verificar paraque 
una expresion de la forma Mdxa+-Ndu sea la diferencial exácta de una 
funcion primitiva, y es que el coeficiente diferencial de M relativo 4 u 
debe ser igual con el coeficiente diferencial de N relativo á x. 

542 Quando se trata de desenvolver en serie una funcion de dos ó 
mas variables, se suele executar solo con relacion á una de ellas , supo- 
niendo á la otra 6 4 las otras un valor constante; y entonces se desen- 
vuelven como las funciones de una sola variable por el teorema de Tay- 
lor (n). Pero no obstante deduciremos la fórmula para desenvolver en 
serie una funcion de dos variables. 

Para esto, si suponemos 4=09,u=0 en la fórmula (r), es decir, en £ 
y en cada uno de sus coeficientes diferenciales, entonces esta equacion 
expresará el desarrollo de f.(k,h) ordenado segun las potencias de k y de 
h 3 pero como k y h pueden tener los valores que se quieran, resulta 
que poniendo + en vez de k y u en vez de h se tendrá 


s 
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dz dz 1 ,d2%% d2z d2z A 

Fx u)j=2 YB x( O u) a A ER e xu )+ 
Ea BR Xx xa34 ges Xx UXl+ Sd xu?x+ pas x u3 )- GC. | 
pair, 3 dudx2 3 du2do du3 . 


Observando que se deben hacer x y u iguales con o, tanto en < Come 
en las expresiones que se obtengan para cada uno de los coeficientes di- 
ferenciales. 

El desarrollo de z=f.(x,u) se podria tambien obtener por medió de 
la diferenciacion análogamente á lo expuesto [533] 3 porque si se su- 
pone que z sea susceptible de esta forma 

=4A+Bx+-Cu+Da?+-Exu+Fut+éc. 


donde 4,B,C,Gc. representen cantidades independientes de x y ts, di- 


: dz 
ferenciando sucesivamente tendremos 8 =B+2Dx+Ey+«kc. 
x 


que suponiendo x=0 y u=0 da, acentuando las variables paraque se dis- 


; dz! 

tingan en este supuesto particular, AA 13 

dz ; dz! 
— = C+Ex+2F'u+ «ic. que suponiendo x=0 y u=0 da —=C; 
du S dl 

d2z y d2z! 
— =2D-+«c. que suponiendo x=0 y u=0 da D=x E 

dx? 2 da'2 

d2a > d2g! 

=E-+«kc. que da en el mismo supuesto E=—— ; 

dudx dx'du' 
d2z ] d2z! 

—=2F+Étrc. que da en el mismo supuesto M=IXx ; 
du? du'2 

Kc. ' 
por lo que haciendo las substituciones correspondientes será 
y del caida a dl [o 02 dez. au. d2z. 42 
ES JAR A A e mi ms E PA AS 
da 1 du” Y -di'2 1x2 * dx du 1x1 du/2. 1x3 

f a AR: dz 1 des” d22! d2z! 

(au) + hs Xx+ — XU )+- — ( — x0242 — —XUX + ¿Xu ) 1 bec, 

ió da! dul 1x2 Xdx/2 dx du! du 


que es el mismo resultado que antes , puesto que alli decíamos que en 
2 . . : : . 

£, —» Qe. se debian hacer a=0,4=0, y aqui expresamos esta circuns- 
dx 


e E 
tancia con los acentos. 


de donde y =— XxC+ 


A 
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De la diferenciación de las funciones trascendentes. 


543 La funcion mas simple de las trascendentes es ¿=aY, Quando 


se substituye en ella a-Ax en vez de x, se tendrá E ai 


2 
y restando de esta equacion la primitiva, y señalando con Az 4 la dife- 
5 ¿Y A AIR A E AAN 
rencia,2/—2 será Az=a” :.  —a =4a xa  —a =a (a. —1). 
: , , IN 
Aqui tenemos necesidad de desenvolver en serie la funcion a”, para 
lo qual debenros averiguar si hay algun medio de executar esto que sea 
independiente de la teoría de las series; y en efecto, hallamos que si en 
vez de a se substituye un binomio qualquiera , por exemplo b+c, la 
podríamos desenvolver por el binomio de Neuton que hemos demostrado 
ya por el cálculo diferencial, sin fundarnos en la teoría de las series ; y 
0 Ax ¡Ax Ax—1 
tendremos (b+c) "¿=b."+4Mxxb -C+ÓC. id A 
pero comó aqui lo que necesitamos es que Ax no se halle por exponente 
para impedir quesea trascendente la expresion, advertimos que haciendo 
la primera parte h del binomio igual con 1, entonces desaparecerian los 
exponentes de hb; porque qualquier potencia.de la unidad es la misma 
unidad , y por consiguiente no se hallaria Ax por exponente ; luego ha- 
ciendo a=1+c tendremos Das 
| xa" Ax(Ax—r1) Ax(Ax—1)/(Axr—2) 
1 1X2 1X2X3 
Ax Ax(Ax—1) Ax(Ax—1XAx-—2) 
—xc24- - 
1 1X2 1X2X3 


3+Uc. 


c3+4c. 


que ordenando con relación ¿ Ax se convierte en 


C ¿2 c3 
a 10 — — — + 
I 


8cc. )-+-8ec. 
2 
poniendo por csu valor a—1 resultará 
a=1  (a—1)2 (a—1)3 
cr e alii 


1 2 


y substituyendo este valor en el de Az, se tendrá 


a=1  (a—1)?  (a—1)3 


+ ART —Uc] + Ax?(Gc.) ) 


¿=A0.1*—= Ax 
Az=A.a*—a* ( [ : ; 
y hallando la relacion será 


Az a—1 a—1)2  (a—1)3 
Ps ax (E : da + A J-Ax(8cc.)), 


ar (a—1)?  (a—1) tec. )s 


do á los !ími poa Ro + — — 
y pasando o Bei TA 


1 2. 3 


— gon mm 12 


- presentada por k. 
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a ' LA —1)2 L=)3 
ó llamando k á la cantidad constante apó pil e + aa 


1 2 3 


será por último dz=d.av=kaYvdx. 


Esta es la forma de la diferencial de la funcion propuesta, y encon=- 
traremos bien pronto una nueva expresion del número constante k que 
será la misma que hallámos por las series. 

544 Si continuamos diferenciando considerando constante 4 dx, será 
d2z=d2.0%=d.d.ar=d.kardx=kdxd.av.—kdxxkardx=k?a*xdx?; 

y del mismo modo hallaríamos que d3z=d3.0%=k3a%da3 ; E 
y que dnz=d1.ar=ktaxdxn, ni 


de donde se si a a a 
e donde se sigue que —=kaz, — =k%a%, —.=k3a*%... —kng%.: 
gue q dx "da? "das dxz z 


y como haciendo x=0, la funcion y sus coeficientes diferenciales , se” 
convierten en 4=1, 4'=k, 4 "=k2, 4'k3, Kc. 


: k k2 k3 
tendremos [$533] a%=1+ —x+ —2%4 — —a3480. 
1 1x2 1X2X3 E 


k , ls 
Donde se ve que hemos llegado al desarrollo de la fancion a*, el qual 
nos servirá para conocer de qué cantidad saca su orígen la cantidad re- 


l | | Ra —R3 
Si se supone x==1 resultará a=1+ — + — + ———=-HGc.. 
1 1X2 1X2X3 


Esta equacion no siendo á propósito para hacer conocer a por medie 
de k,. sino quando esta cantidad sea pequeía ,; buscaremos el valor que 
debe tener a quando k=1, y designándole por e será 


1 10% dr 01 : 1 
== — km — + ——_——— HC; ! 
1 1X2  1X2X3 1X2X3X4 


Continuando esta serie y valuando los términos en decimales , se ha- 
llará e=2,71826 18284 59045 23536 Gc. 
Esto' supuesto, pues que este valor corresponde 4 k=1, 


. * Ñ E y . 2 3 
se sigue que e =1+ — + — + +6c. 
pe 1X2  '1X2X3 
. k2 k3 
y que igualmente ek=14 — + — + —— +Gc. 


1 1x2 1x2X3 
luego se tendrá por consiguiente .ek=a. Luego si por una y Otra parte 


se toman los logaritmos , se obtendrá kle=la 6 k= 1? 
e 


1 
y por consiguiente d.a*=ka*dx= s ardx ; ea 
R Tomo 1. Panre IT. 


» 
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y si consideramos que estos logaritinos se toman en el sistema cuya base 


1 1 
sea a que dará la=1, se tendrá k= > y A ada, 
e e 


Si tomásemos los logaritmos en el sistema cuya base fuese e, 
seria le=1, y se tendria d.at==a“daxla. 


545 Ahora podemos llegar 4 obtener la diferencial de toda funcio: 
logarítmica. En efecto, sise llama a la base del sistema, 4 el número, 
y x el logaritmo, se tendrú la equacion ¿=a% ; 
considerando á x cumo una funcion de z, y tomando las diferenciales de 
cada miembro , se encontrará da=ka*dw=kzdx , 


: dz 
de donde se sacará da= Nardi 
aq 


$ poniendo en vez de x su expresion lz, en vez de a* su valor z, y en 
1 E . . 

vez de k su. valor Te + Pies que 4,6 la hase del sistema de los logarit- 
€ 


de. >. 
mos propuestos, se tendrá d.la=le —. 
z 


El número e.se presenta con mucha freqiiencia en las investigaciones 
analíticas ; se le toma por ba:e de un sistema de logaritmos. á que se 
da el nombre de neperiano del nombre de Neper su inventor, y le 
substituiremos al nombre con que es conocido vulgarmente de h1perbó- 


lico Ó natural, Estos logaritmos se suelen señalar con la característica 1”. 


Zz 
y tendremos!'e:=1, de donde resulta d.at=a*dx.l'ay dlli=—.. 
z. 


Si queremos comparar los logaritmos de un mismo número z en dos 
distintos sistemas , el uno por exemplo , cuya base sea e que denotare- 
mos con la característica 1”, y el otro cuya base sea a, 
se tendrá z=e/'2 y z=a!z, de donde al2iel”z, 


y tomando los logaritmos de ambos miembros en-el sistema cuya base: 


sea a, se tendrá l:ulz=1.el'2 $ Lala=U'.zle 6 por ser lúu=1 será lz=1'.zle; 

y como se comparan tados los sistemas de logaritmos con el de Neper, se 
Mama móduto al número le, porel qual es necesario multiplicar un lo- 
garitmo neperiano para pasar al logaritmo en otro sistema , y, señalán» 


dz. 
dole por M se tiene lz=Mxl'z y d.1=Mx por 
z 


Luego para determinar el módulo correspondiente á un sistema qual- 
quiera no hay mas que hallar el logaritmo de e=2,71828182 «c. 
en dicho sistema; y como el logaritmo de este número en el sistema ta- 
bular cuya base es 1o, está representado por 0,4342948 Gc, 
resulta que este es el módulo del sistema tabular. | : 
La diferencial logarítmica siendo de un grande uso, es necesario tra- 


Si 
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ducirla en regla; y así diremos que la diferencial del logaritiwo de un 
r . ed . S . 
múmero es igual al producto del módulo por el quociente de la diferen- 
cial del número partida por'el' mismo número 5 y siesencl sistema 
de Neper, lu diferencial «el logaritmo de un número es igual á la di- 
ferencial del número partida por el mismo número. . 


546 Si se quisiese pasar de aqui al desarrollo de x en z, ó del loga- 
ritmo en potencias del número, se hallaria que las cantidades 


dx d2x E En . E 
a, —3 , Ge. eran infinitas en el supuesto de z=2%=0, 
dz dz? 


y se concluiria que siendo z el número no se podria desenvolver x en 
una serie de esta forma a=4=+Bx+-C3?+DP334-%o, 


No sucederia Jo mismo, si en vez de representar el número por z, le 
representáramos per un binomio 1-+-4; porque entonces seria 1+1=0% 
que en el sistema cuya base es a, da a=l(1-+u), y diferenciando será 

1 dx 1 des Gi a 
IS al o, OS =Mx — Pr] Ge. 
du 1+u > du? (1+u) > dus (1+u)8 
que haciendo u=0, substituyendo los valores que resu:ten en la expre- 
sion del artículo [ 533 ], y sacando. fuera de un paréntesis el factor Co- 


u3 


. y2 u4 . 
mun M, se tendrá ((1+4)=M(u— A +c.) 


) 4. 
y suponiendo M1, se tendrá el 1(1-+u) de 1+u en el sisiema nepe- 


. y2 43 ud 
riano que será Vu + A +60. 
2.03 4 : 

Vamos 4 manifestar algunos exemplos de la aplicacion de las re- 
glas de la diferenciación de las funciones logarítmicas ; y para mayor 
sencillez supondremos de aqui en adelante que los logaritmos son ne- 
Perianos, á menos que no se advierta lo contrario , y los señalaremos 


Simplemente con la ?, 


>? 


x $ Xx | du 
Sea 1.2 sI ) 4: haciendo: =—==>8 será di=d.lu= —; 
mm -—-— u 
V atra? V 1024 x2 


AMP Tol 
Va+x2 > dalat+ad)era?tda ade 


— 


-— 
És 


ara? (ad+x2) Y PEE (ata) 1242 


4 
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atdx 
du (a2+x2)Y ar+en2 ada a+ x2 azdx 
lueso da= — = = HA A/A 
V a24a2 
2. ¿=l ———— , haremos Y 1+x-+YV/ 1—2G=1, Y 14x=Y/ 1—a=Uy 
V 140 Y/ I—% | 
1 dt du 
F tendremos e —=lt—lu, dz=d.li—d.lu= 5 dl An ; 
u 
dx dx 
pero di= — 5 


2 IX 2 1—=x 
que reduciendo 4 un comun denominador, resolviendo. en factores , y 


poniendo —u en vez de su igual W41—xa— Y 1-2, se convierte en 


ANY 1 ANY 1 dx A, — .—udx 
d= az l (Vi3V 1+x)= — i 
2 IV 1H 2% AT 2 1—22 
h do —dx dx 1 —xa da 1+8x 
u= — — : e . 1... 
2 IFEX 21M 2 122 | 
AAA AO idx 
VIA 14) = a E 
2y/ 1—22 2/ 1—a42. 
—udx tdw 
dt  d —142 2 1x2 
de donde resultará da= LL EVA Br TE os | 
t u í u: 
udx dde —udi—t2 dx  —(12+u2)dx 
REN IA Uy a UY IA 2tuNy/ 1—x2 
y observando que 12+u2=4, y que tu=2x, se hallará por último 
dx : 
di=— -—, 
xy 1—x? 


Este exemplo es notable por las reducciones de que es susceptible su 
«diferencial, y por su sencillez con relacion á la funcion de donde se 
deriva ; ahora será fácil el cálculo de los exemplos siguientes, de que 
no daremos sino el resultado 
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dx 
Si fuese z= La ea) resultará di= ao ; 
V 1+x2 
pee A dx 
LY — 1H YM 102)... . di=— ; 
ER, ; VW 1—x2 
AI ERARRE di 
ell ——hl ..ooooomoo.. di=— ; y 
; V I+I2—x / VW 1-4x2 


Si se tubiese ¿=(1x), haciendo Ix=u se hallaria 
d==, (1x)i=ut, d.u/=nu—1du, 
y subatituyendo en vez de u y Be a valores , resultaria 
dz=d.(lx)=n(lx)0—1 $ 


Sea enfin z=1. lx, es decir, el logaritmo del logaritmo de x; ha= 


du 
ciendo como antes. lx=u., será. ¿=ludi= —; 
u 
dx dx 
y como du=d. ¡a —. resultaria di= — 
Xx alo" 


548 La consideracion: de los logaritmos Facilita mucho la diferen: 
ciacion de: las funciones exponenciales quando son complicadas. 

1.” Sea por exemplo z=u*, siendo ? y u dos funciones qualesquiera 
de x; tomando el logaritmo de cada miembro se tendrá lz=1lu, 


: y dz. du. 
y diferenciando. despues. será A ludt, 
| u, 
du d 
de donde da=x (: — + ludt ) ó d.u' ul € a? ludt ) 
uu. Ra 


2." Sea pa ; haciendo h*=1, se tendrá ¿=at; 
y por lo expuesto [ $ 544 ] será da=atdt.la ; 


y como di=d.br=b*dx.1b.resulta dea?” b*dxlalb, 
3.2 Sea Eu, siendo-u,t,s funciones de x; haciendo t=r, 


du 
resultará ¿=w",de=u" (rr + ludr ); ' 
u 


dt 
y como dr (s + ltds ), 
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eS du di 
resultará dz=u? € — + lu.ts (s — + ltds) ) Hna 
u t 


du sdi di At 
ur?s 0 + A lultds ) (E + lu Ree + lultds DE k 
7 ¿ : 


li 


bien funciones trascendentes, y se les llama con freqgiiencia funciones 
circulares. Supondreimos paca iayor senerilez que el radio sea igual con 
la unidad, y que se tenga primero 2=3€h.4, y tend:esuos substituyendo 
at-Axen vez de Xx, 
z'=sen.(x+4x)=|1. 642] sen.x cos.Qx-esen. Da cos.x, 

de donde se saca para la diferencia 

Z¿—z= Az=AÁ. Sen. = Sen.x cos. Ax+ sen. Ax COS. X—SEN.AT=00 0« 
sen. (cos. Qx—1)++c08.x sen. Ax. 


Ahora sería necesario desenvolver en serie ordenada por las potencias 


del incremento Ax, el último miembro de esta equacion; pero sin esto 


se puede Jlegar al límite de la relacion del incremento de la funcion: 


con el de la variable del modo siguiente. Tomando dicha relacion 


Az cos. Ax—1 sen. Ax 
será — =s8en. Y + C0S. % — 
105. AX sen, Ax 
mn Sen, X + COS. X. ; 
: Ax 


si se atiende á que 
(sen. Ax?=[1. 633] .—(co5.Ax)2=[ 1. 179 ](1-ecos. Ax) 1—cos. Ax), 


(sen. Ax)? | 


y sacamos de aqui el valor de 1—cos. Ax, será 1—cos. A1r=—_—_— 5 
o 1AECOS, AN 


luego substituyendo arriba este valor se tendrá 


Az sen. x (sen. Ax)? sen: Ax 
a Xx + 08. XX —=... 
Ax Ax 1-+C05, Ax Ax 
sen. Ax sen. Ax 
1+c03, Ax 


para pasar á los límites buscaremos en lo que se convierten los dos 
factores del segundo miembro quando el incremento Ax se desvanece» 
En este caso sen. Ax=o0, cos. Aa=1 , y el primer factor se re- 


duce á cos. x. 


DEL CÁLCULO DIFERENCIAL. 143 


sen. Ax z 
El factor — se acerca sin cesar hácia la unidad; porque de 
E X 
sen. 4 sen. Á 
tang. 4= se deduce E ORGA 
cos. 4 tang. 


y pues que cos. 4=1 quando 4=0, la unidad será el límite de la 
relacion entre el seno y la tangente quando el arco se desvanece; pero 
siendo el 'arco menor que la tangente y mayor que el seno, se sigue 
que con mayor razon su relacion con el seno se acerca sin cesar á la 
unidad. Luego se tendrá en virtud de todo esto : 


dz d. sen. x 
== = cos.x Óó da=d. sema=c03.x. dx. 


do .: de 
Obtenida ya la diferencial del seno las otras se deducen de ella con 
facilidad; porque se tiene 
1.2 cos. x= sen. ( Er—a), d. cos. a=d. sen. ( ¿m—«x ); 
y como por lo que precede 
d. sen. (Er—x)=d.(Er—x) cos.(Er—x0)=— dx.cos, (¿n—x), 
y cos. Fr—x)=sen.x , será d. cos.1=>—dx sen.z, 
2. Pues que sen. vers.=1.— C05.%, 
se tendrá d. sen. vers, x=—d, cos.x=dx. Sen.x. 


; sen.x 
3." Siendo tang. x= , tendremos: 
0S.X 
cos. x d. sen. x — sen. x d. cos. x 
d. tang. x= - - K— Ta 
cos. Y 
cos. x da cos. x — sen. xx— dx sen. x cos.22dxa+sen.2adx 
cos. 2x cos. 2% ES 
(cos.2x-+sen.2x)dx dx. 
cos. 2x cos 2a. de 
1 d.tange 2 
4. Como cot.x=——— , será d.cot.x=— — 8 = A 
tang.x tang.2x tang..s 
dx dx dx 
a. a a ¿a ES 
cos. 24. tang.?x sen.2x sen.2x 
cos..x ——— 
cos.2x 
5.2 Siendo sec. x= tendremos 
COS. x 
d d.cos.x sen.xdx 1 sen.x. 
+ SOCATZ — e x Xdxm=dx tang.x,sec.x; 


cos.2x cos.2.x COS.X  COS.x 
1 


0 Sen.x 
porque ——= tang.X, y = Sec.X, 


C0S.% | C0S.% 
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1 
6.9 Cosec.x= 
sen.x 
cos.xdx COS.x Td 
d.cosec. x=— =-— dx X =-—dx.cot.x cosec.X. 
: ; sed.2x "sen. ¿Sen.% 


Con estas fórmulas se puede encontrar la diferencial de toda expre- 
sion que contenga senos, cosenos, tangentes, Sc; para lo que será ne- 
cesario diferenciarlas á estas cantidades como funciones particulares, y 
poner en voz de sus diferenciales los resultados de ántes: sea por exem- 
plo ¿=c0s.x 210; haciendo cos.x=u, sen.a=1 se tendrá ¿=u!, y 

e tdu 


da=d.ut=ue ( del u+ 


: sen.2x 
) —COos.x 50% (c0s.x2c05.x-— ) dx. 


u COS. x 


En todo lo que hemos expuesto , hemos hecho uso de las substitucio= 
nes para diferenciar las expresiones complicadas ; porque esto auxilia 
mucho al principiante. Pero entendido ya el artificio que se observa en 
las substituciones , conviene ponerse diestros en aplicar las reglas direc- 
tamente aun á los exemplos mas complicados; y tal vez no se puede 
concebir el incremento que toman las fuerzas intelectuales de los prin- 
cipiantes quando se les exercita convenientemente en esto. 

350 Hasta aqui solo hemos considerado á los senos, cosenos, Sc. como 
funciones del arco; consideremos ahora al arco sucesivamente'como una 
funcion de su seno, de su coseno, Sc. y busquemos su diferencial baxo 
este. punto de vista. Para esto supongamos que x sea la funcion pro- 
puesta , y < Sea la variable de que depende esta funcion ; 1.2 la equacion 


d.sen.a=dx cos. 4 causa de sen.x=X2, Y COS.0=YV 1—22 » 
dz 


Y 1—22 
este es el valor de la diferencial del arco expresada por el seno y por 
su diferencial. 


2 


da da=dxV 1x2, Y Por consiguiente dx= 


j u 
Si sen. a lo representásemos por —, substituiríamos este valor en vez 
4 


| 


de z en la expresion anterior, y resultaria 


u du 
d. — so a 
De a du 
de= _. — 6 
y Nau  ya—u 
1 — 
a2 a 


Si quisiésemos expresar la diferencial del arco por su coseno, seria 
necesario partir de la equación d.cos.:=—dx sen.x , z 


X 
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y AS ' dz E dz 
: sx — Sen.x Af 


Para pasar de aqui al seno verso se haria ¿=sen. vers.x, 
y. la equacion d.sen. vers..=dx sen.x dará | 
> . :4 és | Ll 4 di cul 


di=ds xy (2—1)1 dx et—8, por do qual di==== 
Ln y 2i— 12 a 


y 


dx 


c03.2% 


2.0 Sea tangia==x; la equacion d. tang..= 


ES Se 
da di= ———, y dx=d2,C08..%0 


03.2% 
dias  sen.x y 
A causa de tang.1==— , 4 
COS.x 


se encuentra sen.x=C05.xw tang.a, senda =tan g.%x 00s..Xy 
y substituyendo 1—Cos.2x en vez de sen.2x, resulta 
1=c08.24-+lang.2x cos.2a=c08.2x(14-tang.2a) 5 


2 ; Y 17 E 
luego se tiene cos. —— = == 5 
1+tang.2x 1422 
dz 
poniendo este valor en el de dx, resultará di= ; 
ot e a a pa 


de donde se puede convluir que la diferencial del arco es igual-á la di- 
ferencial de la tangenie dividida por el quadrado de la secante 3 por- 


AA A KKXAXA 
que Y 1422 expresa la secante quando z representa la tangenic. 
Terminaremos este artículo por el exemplo siguiente : 


e 


Sea x un arco que tenga por seno la funcion 22Y/ 1—x2? 3 


E 
—— ut 
haciendo 221/ 1—22=1 se tendrá da= — : 
Y 112 
adz(i—2x2) e, odz 
pero di=—— 22, y Y 1—19=1—=2%2, luego di—= —. 
Y 1—22 Y 1—22 


551 Por medio de las expresiones diferenciales que acabemos de 
obtener, se pueden formar los-desarrollos de las principales funciones 
circulares. 

Para ¿=sen.x se tiene 


dz d2z d3z dz 
—-== 008, —=—SCNX, -—=— COS My =sen.x,Qc . 
dx dx? dx3 uxst 


que haciendo x.=0 será Az=0,4'=1,4"=0,4" ¡Zm1 4 =0,4'=1, 
S Tomo 11. Parte 1. 


146 “DEL CÁLCULO DIFERENCIAL. 
TA Y aa * as 
de donde se concluirá [$533 ]z=senairi—e de — úÚ k Ré , 
: Y. 1198 1X2X3 1X2X3X4X5 * 
que es la misma que hallámos por las series. A 
Para z=c0s.x hallaremos "00 2. 


dz d2z d3z 11344 d4z p! .! “diz 4: po E 
— =— SON. — —=C08.X) —— SOM] RC 08.) —— =-—Sen.x.,6. 
dx AA EZ AED A "dai da Ar 


que haciendo x=0, se, tendrá 
A=1, A —0, A“—=—1, A Zo; A" =1, 4 =0y 800: i: : 
"LEAR x4 2x6 
lo que dará ¿=c08.1x=1— — -P ia O 
1x2. - 1X2X3X4 "71X2X3X4Xx5x0==b 50 
Tambien podríamos hallar fórmulas para las demas lineas trigonomé- 
tricas ¿ pero no nos detendremos en esto , pues hallaríamos los mismos 
resultados que obtuvimos por las series. 
552 Si se representa por £ un arco de círculo cuyo seno sea %, se 


dx 


. 


A AX 2 E 
Y 1—a42 
lo que nos conducirá al desarrollo del arco segun las potencias del seno. 
En efecto, de esta equacion se sacará 


tendrá di= 


, 
ma Po ¿$ ho 


AAA d2f - 2: d3t 1 . gua 
KA AA A A A A a gs "e A? 
$ NY 1 ae (ami Ags (112) % (1—x2)2 y 
dst Xx3x Xx5x3  dít  3x auga: e aisoY 
E 


> 

4 A 2" dxS 5 5 
dx (1—ax2)2 (1—a12)2 (1—a2)2 (1—a2) (1—x2)2 
de donde resulta, haciendo x=o0, que como en este caso tambien es t=0, 
STAR, A =1. 4: =0,. 4 m1 AO. 4 == 9X 39 0LC. 
a3 3X3x5 

ls 

1X2X3  1X2X3X9X5 

Como el sacar estos coeficientes diferenciales es complicado, en ade- 
lante daremos otros medios para desenvolver el arco en serie ordenada 
por las potencias de las demas. lineas trigonométricas. 


+Gc. 


por lo que t=x=+ 


De la diferenciación de qualesquiera equaciones-de dos variables, > 


553 Hasta aqui no hemos diferenciado sino equaciones separadas, es 
decir, equaciones en que la variable se hallaba sola en un miembro y la 
funcion en el otro; tales son las equaciones de la forma Z=X, siendo Z 
una funcion de z, y X una de x; pero el mayor número de equaciones 


que se encuentran en las investigaciones analíticas no es baxo este as* * 


j 
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pecto; la variable y. la funcion se ballan en ellas mezcladas $ combina-=" 
das tres ali ge MOLA Sárda Y rá gllo ls obre 2009 

Quando se tiene una equacion qualquiera/ Uso tre « y 2, su efecto 
es de determinar 4 por medio de x, ÓÚ x« por medio de z, de manera que 
una de estas cantidades es función de la otra. Si concebimos que se 
haya determinado % por medio de'x,'substituyendo la expresion de z 
en U, esta se conyertirá necesariamente en, una funcion de x sola; pero 
computsta de términos que se destruirán independientemente de nin- 
gun valor particular de xy pues que'este valor debia” permanecer inde-- 
terminado. De donde se sigue que la cantidad U se debe, mirar implí- 
citamente como una funcion de %, que es nula para todos los valores que * 
pueda recibir esta variable, y que por consiguiente su diferencial debe 
ser nula tambien; luego en este caso la diferencial de z se deberá to- 
mar considerándola como funcion de x, lo que bará que tenga esta 
Lorma de ALGA A AA | 
por lo qual si se toma la diferencial de U baxo esté aspecto y se la iguala 
Con cero, se tendrá la equacion que debe determinar á 4 en esta hipó- 
tesis. Aclaremos esto por un exemplo. : 

Sea la equación 22—2/M12-+A2—4%=0 y 
la cantidad expresada por U siendo aqui 22—2mxx+x2—a? tendremos 


p _  —_ E---X— 
que si en ella se substituye en vez de z su valor mxzey a2—x2+m2x2 
sacado de la equacioa primitiva, se convertiria en una funcion de x sola, 
cuyos términos todos se destruirian; así, su diferencial baxo esta forma 
seria igual con cero. Pero diferenciando el primer miembro en el su- 
puesto de ser z funcion de x se tendrá 22d2—2Mxd3—2mM2dx+2xdG=0, 


ó suprimiendo el factor comun 2, será | 
di—mxdz—madx+xdx=0 , 6 (3—10%)d3(ma—x)du=0, 

y haciendo dz=.4dx, se tendrá ¿4dx—max ddi—madx+xdxazo , 
Óó suprimiendo el factor comun da será ¿4—mx A MIXTO, 
MIX 


6 A(¿—Mx) —M¿+X=0 , que da 4= 
Z—MX 


y substituyendo en este valor de 4 el de 2 


A —L AMA EMV Ax 24 202 —x 3 mM2x% 
er = XA KÁ = m-+ sa , 
TN 1242411232 V al—a?+ mx? 


resultado semejante al que se deduciria inmediatamente de la equacion - 
Separada ¿=M42 Y a2—al+m2x?, pues sacaríamos [$525], 


de + —21+2mM2x —x + IMPX 
=m e, Por . 
de Mt 


12 Y 41—a24 10232 Y aa mil > 
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Aplicando el mismo razonamiento" la équation (za) Amir 4x0, | 


considerando en ella z y 4 como funciones de x, resulta la equácion > 
29%39u2 cts oiga unico AOROBUDS AMD 9an9td 928 ODIA * 
(dida) A+(¿2mx) 4A—mdi+dx=0 » 


ir 1144 


y sise hace da=4dx, y dAGBdx, resultará despues de dividida por de, 
(Am) A+ (2mx)B=m4d+1=03 d 


equacion que da la relacion que el coeficiente diferencial del segundo 
2 : ii Es z 13) j 11109 


sb ayayrsrmsibrogobal 16:47:1295 94 90p sona 3 
órden B 6 EN debe tener. con el de primer órden 4 0 prod 
¿ Y Di e b 94 , LAY, 
y con las variables Z y *: . . | renóRs 
Continuando diferenciando de la misma manera, se formaria la equa- 
cion de que dependiese el coeficiente diferencial de tercez orden, y así. 
en adelante. ' 


“ei 


] A > 
554 Si se atiende á que B= cts y que dz=d(d2),. 
se reconocerá que la equacion (4—m Ar l(z—mx)B—mA+1=0» 
se deduce desde luego de la equacion ¿da—meda—madx+xdx=0(1), 
quando. se la diferencia haciendo variar en ella dz como una funcion 
de x, y dividiendo despues por dx2. En efecio, se tiene primerameñte , 
' dir ad2z—2máxdz—mxd?+dx*=0 (2), 


dividiend RE ¿er dz d2% 
. dividiendo por dx2 será—- — 2M — H(4—MxX) — + 1=0 
y P dx? dx a ? 


1%! 


e E Z dz. 
equacion que quando se muda en ella de en 4 y 73 en B, 


se iransforma en la que hemos obtenido mas arriba para determinar B. 


En general, hacer variar las cantidades 4,B,C, ke. como funciones 
de x, es tomar las diferenciales de las expresiones equivalentes 
dz d2z 


qe 4 érc. es eufin, considerar á las cantidades dz,d?z Sc. como fun- 
TES y 


ciones de x. 
La equacion (1) es la diferencial primera de la propuesta; la equa- 
cion (2) es su diferencial segunda, E$c. y segun la: observacion hecha. 
arriba, las diferenciales de una equacion primitiva propuesta, se dedu- 
cen las unas de las otras por la diferenciación , considerando 
zsde,d2z ESc. como funciones de Xx. 
Se pasa ¿las equaciones que de los: coeficientes diferenciales, obser- 
2. 02% 


vando que estos coeficientes son — , -—— y O. 
; dx dx2 N 


ó haciendo da=4dx, dez=Bdx2, Ge. 


| 
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por estas últimas substituciones las diferenciales desaparecen, y no 
quedán en los resultados sino las funciones A,B,C, Gtrc. absolutamente: 
independientes de dx. 
555 La equacion 22—2Mx2+X2—4%=0 y 
siendo del segundo grado, da para z dos valores por medio de los qua- 
les la equacion (2—mMx)d2—(m23—x)da=0 , 
AMAS dz MaÁ—Xx 
de donde se saca — —= 4 
dx . Z—MX 


A ( dz 
da tambien dos valores para el coeficiente diferencial correspondien- 


tes á los de la funcion z. pen N 

Si en vez deresolver la equacion propuesta para sacar de ella el va- 
lor de z, se hubiese eliminado esta variable entre las des equaciones 
' ¿2—2MXR +00 , (MX) di—(mi—x)dxa=0, 
, | a (mdx—dx 


x 


se hubiera tenido desde luego en virtud de la segunda == 


da—=mdx ” 
substituyendo este valor en la primera se convertirá despues de hechas 
las reducciones en : 

(12 —a2— m2? )dz2 —(2ma?— 202mx—2m32x? dadx+ .... 

(12—m2?x12—a?m?)dx?=0. 

Esta última equacion resuelta: con-relacion 4: dz daria los valores ha- 
llados antes. Tambien se pudria sacar de ella inmédiatamente el coefi- 
ciente diferencial, para lo qual bastaria dividirla por dx?, y se tendria 
entonces. | 


dz2 dz 
(2—a2—m2x2) ——(2m2—20%M—2203x?) — + 2 M9 409140, 
d.2 dx 


2 
y quitando el “coeficiente del quadrado =s 
] : 2% 

, qz2 dz. 2--m2x2—azm2 

será — —2m —+ ——o 
(dx? dx. nia — 112 x2 

Del mismo modo se procederia. en exemplos mas complicados. 

556 La advertencia Hecha [$ 532] acerca de las constantes que desa- 
parecen por la diferenciación de las funciones, se aplica igualmente á 
las equaciones. SP se tubiese por exemplo la equación 22—ax+b, 
la diferencial 22d2=4 lx, siendo independiente de hb, perteneceria é cada 
una de las.equaciones particulares que resultan de la propuesta, dando 
á h todos los valores posibles. 

Pero tambien se puede, llegar. en. el'caso actual á una equacion inde- 
pendiente de a, aunque la diferenciacion no haya hecho desaparecer esta 
constante; para lo qual basta eliminar a entre las dos equacio nes 
22 =4ax+b,22di=adx, y se encontrará 2dx=2xx4d34-bdx, 


0. 
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Aunque esta última equacion no sea la diferencial inmediata de la: 
propuesta , se deriva sin embargo de ella; de modo que estando divi- 
dida por dx, expresa la relacion que debe existir entre la variable a, la 


; dz*> 
funcion x y el coeficiente diferencial - qualquiera que sea el valorde a. . 
Xx 


557 Si la constante que se elimina se halla elevada á potencias su- 
perioresá la primera en la equacion propuesta , el resultado «que se.0b=' 
tenga contendrá potencias de dz y de dx superiores tambien á la pri- 
mera. Tomemos por exemplo 22—242+4%=a? , r a 
diferenciando se hallará despues de dividir por 2 , 2dz—adz+adx=0, 


zdz+xdx 
de donde a= z - 
z E 
y substituyendo en la propuesta, despues de haber ordenado con relacion * 
ES E dz2 1 A 
á de y dividido por dx?, resultará EL PA: rd 


que expresa la relacion que debe existir entre la variable x, la funcion 4 
i .* dz : 
y el coeficiente diferencial SP independientemente de ningun valor par-.. 
EA 


ticular de a. 
Resolviendo la equacion ¿2—2ax%4-x2=a? 


con relacion á a, se hubiera sacado a=—z EY 2214x2, 


y hallándose a separada de las variables x y z, la diferenciacion sola la , 
hubiera hecho desaparecer; y se hubiera encontrado 


2zda+xdx exdarxdxa 
—da — =o0, de donde dia= ————- » 
HIY 232412 VW 2224x2 


6 quitando el divisor será dz V 2224 02=o2d3-exda, 
que elevada al quadrado da d22(222+x2)=42 d224-42xd2dx+x%dx2, 


ya ¡cor dz dz 
que se reduce á (12222) E” 4xz TO > | 
Xx o 


que es la misma de antes. 
558 Se pueden hacer desaparecer tantas constantes como se quiera, - | 
diferenciando un número de veces igual al de las constantes que se quie- 
ren hacer desaparecer. | 
Sea x2=m(a2—x?), y se tendrá desde luego 


exdi=—emaxidx ó 2da=—mxdx; 
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. zdz 
Substituyendo e en vez de mm su sxalor Sr sacado de te 'equacidn pre- 
xdx 


d dividiena o 4 ada dz2 dz 
cedente 1vidiendo por adx?2, tendremos ———x —— —X%——0 
y P ; de da? dar > 


resultado independiente de las constantes m y a. 


5359 La diferenciacion combinada con la eliminacion suministra el 
medio de hacer desaparecer las funciones irracionales. 

Sea por exemplo P2=0Q , donde P y Q son funciones qualesquiera 
de x y de z; tomando la diferencial de esta equacion , resultará 

nPu—d, PA 

ó multiplicando los dos miembros por P será «nPrd.P=PA. Q5 
y si'se pone en vez de P2 su valor Q , se obtendrá 2nQd. P=Pd.0Q, 
equacion en que la cantidad P está exénta del exponente n. 

Tambien se llega al mismo resultado , tomando el logaritmo de cada 


ndP dQ 


miembro de la equacion propuesta ; pues seria niP=10, — = qn 


de 


Esta advertencia nos podria servir para desenvolver segun las AR 

cias de x la funcion (a+bx+cx2+ex3+4«c.)”, 
qualquiera que sea el exponente 1; pero no nos detendremos en esto, pues 
basta observar que hallaríamos el resultado que obtuvimos por las series. 
560 Tambien se pueden hacer desaparecer las trascendentes de una 
equacion combinándolas con sus diferenciales. Una de las mas simples 
funciones de estas es 1.(a+bxa+cx2+ex3+68c.) ' 
E 


si su desarrello se representa por 4+Bx=-Cx24-Dx3+«c. El 

y se toma la diferencial de la equacion : 
l(a+bxa+cx2+ex3+8c.)=4+Bx-+Cx2+.Dx346c. 

se hallará por exemplo dividiendo por dx 


b+acx+3ex2+ Ke, 
AN =B +2 Ox +3D 22 Cc. 
a+bx+0x24ex34 Qe. 


y se determinarán los coeficientes 4,B,C,8tc. quitando el divisor y COM» 
parando los coeficientes de los términos homólogos de x. 
Tomemos.aun por exemplo sen.(a+bx+cx2+ex3+64c.) 
si le hacemos igual con 4+Bx-+Cx2+.Dx3+«c. 
Y suponemos para ubreviar ; 
a+bx+cx?2+ex3+Gc.=u, A+ Bx+Cx24-Dx3+8c.=z, 
resultará z==sen.u, y diferenciando tendremos da=du c0s.tt. 
Se podria eliminar cos.u por medio de la equacion 


A HA XA 


Cos.u=/ 1—sen.2u que da cos.u= Y 12" 


y se tendria entonces da=du Y 122; 
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pero sería necesario aun hacer desaparecer el radical en esta equacion. 
Para evitar este inconveniente, se diferenciará segunda vez la equación 
dz=du cos. u, acordándose que tanto u como son funciones de x, y 
resultará d2z=d2u.cos.u-— du? sen.u, 

? dz 

poniendo en vez de sen. y CoS.l4 sus valores z y ES - 


o pda | ei 
se tendrá d2z= 7 du—zdu? $ dud?z—dzd?u+ duo , 
Gu 


No falta ahora mas que substituir.en vez de z,d2,d?7,4u,d2u,dus 
sus valores ; pero «=4+Bx-+Ca2+Dx3-5Ucoy | 
da dz=(B+2Cx+-3D0%+40.jdx, dorz=(s2C- 6Dx+Gejdar, 
y para no empeñarnos en cálculos demasiado grandes, reduciremos la 
funcion propuesta á sen.(a+-bx+-cx2) haciendo ef RO 
En este caso particalar lt | 
du=(b--10x) du ; du=2cdx? ; du3=(b3+-6b0x+1 2hc2x24-80c3x3)d23 ; 
por niedio de estos valores la equacion dud?z—dzd2u+zdus=o0 (ía 
se hace divisible por dx3, y ordenándola con relacion úx toma la forma 
siguiente : 5 20 +-6bDx +12bEx2. +Gc. y | 
+ 40Cx +recDx2 +¿4c. 
+b34 +6hrcAx+1214c 4x2 +60. lia 
+b3iBx + 6b0Bx2+8c 
+ b3Cx2  —Gc. | , 
—2Be—ácCx — 6cDx?2  —Qc. ) 
Igualando 4 cero los coeficientes «dde cada potencia de +, se obten» 
drán las equaciones que determinan á C,D,E,tc5 más para determinar 
A y B se necesita recurrir á la equacion primitiva, en la que haciendo 
x=o0 se tiene sen.ac=4A, 
y como en este misino supuesto es du=bdx y da=Bdx, 


5 BR Bdx 
la equacion o cos.u dará cos.a= 
u 


B / 
ato de donde B=b cos.a. 


Aplicacion del cálculo diferencial para determinar los máximos y 
mínimos de las funciones de una sola variable, 


361 Segun la idea que hemos dado de la funcion siempre que va- 
rie la variable debe variar la funcion; y como hay inuchas funciones 
que tienen «ciertos límites , aunque sus variables reciban todos los var 
lores posibles, es interesante saber en quántas y en qué ucasiones varía 
la ley de los incrementos ó decrementos de la funcion, sin variar 108' 
de la variable. 

En efecto, quando la variable de que depende una funcion propuesta. 
pasa sucesivamente por todos los grados de magnitud , sucede algunas 
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veces que la serie de los valores que recibr esta funcion, es al principio 


ersciente y se convierte despues en decreciente; eutouces hay en di- 


cha serie uno de estos valores que sobrepuja á los que le anteceden, y 
siguen inmediatamente, Si.al coutrario, la serie de los valores de la 
funcion propuesta es al principio decreciente y se convierte en creciente, 


“se encontiará necesariamente uno que será menor cbr los que le ante- 


ceden y siguen inmediatamente. 
El término en que el incremento de una funcion se detiene. se llama 
máximo y y aquel en que dexa de decrecer, mínimo. Sea, pur exem- 


piu, la eguacion ¿=1+80—4?, en la qual observamos que si 


A=0, 1, 2, 31 43 Í 6, Xc. 

resulta 2=31:, 0,1 m1 001741 Us 1.37 GLC: 
donde .veiwos que quando CHA resulta para z un valor máximo que ¡es 
17, el qual es mayor que lus que! ie preceden y siguen inmediatamente. 

502 Lomeinos pur segnudo esermpio la funcion fi both 5 
haciendo a=o0 se liene ¿=b—02? ; 

y la cantidad a-—« vinienao á decrecer quando x aume» ta, Z aumenta 
tambien hasta quese tiene a=u, de donde resulta z==b para el má- 
anio ; pero pasas iy este iérmino., aunque .« tome nuevos incrementos, 4 
decrece y liega 4 ser nula «quando (a—x)2:=h, 

Se puede por.otra parte verificar ne el mayor valor de z responde 
á a=4 y Substituye: do sucesivamente -+0 ya a— den vez dex; en uno 
y otro caso se euvontrará por resultado ¿==0—32 que siempre es menor 
que bh. 

Sea aun g=bx (a—2)2, 1» 

En. este exemplo siendo. « nnla, se tiene ¿=b-+02, 

Despues al paso que x unen la cantidad (a—a)? va disminuyendo, 
así como z hasta; que 14) pasado este ¡érmino, (4) averia y le 
sucede lo mismo 42, e niénimo responde por consiguiente á la ¿u- 
posicion de x==4. : 

543 Toda funcion que crece d decrece sin cesar ,.quando la varia- 

le de que depande crece Ó decrece. nu es susceptible de nmiáalmo ni de 
mínimo , pues que a un valor qualquiera sucede plena. Uno mayor ó 
menor. 

Lil carácter esencial del valor máximo de una funcion consiste en que 
los valores que le preceden y siguen inmediatamente seun menores ; el 
minimo al conirario., debe ser sobrepujado por los valores que le prece- 
den y siguen inmediatamente, 

Hemos dicho muedatamente, porque sucede con freqiiencia que. una 
funcion tiene valores que sobrepujan á su máximo ó que “OR menores 
que su minimo. ó enfin que tiene muchos máximos y mínimos desigua- 
les entre sí; too lo qual es fácil de concebir; porque si despues de has 
ber crecido ó decrecido esta funci ion, vuelve á crecer de nuevo indefi- 


nidamente acabará por sobrepujar al máxiwo que tubo al principio, 
a Tom. 11. Paxre 11, 
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En vezdesuponer que crece indefinidamente, nosotros podemos cons 
cebir que decrezca despues de un cierto término, y de aqui nacerá up 
nuevo máximo que podrá ser diferente del primero; de dende se puede 
inferir lo que debe suceder quando estas mudanzas se repiten. 

564 Pasemos ahora al método de que se hace uso pura descubrir los 


«máximos y los miínzmos de las funciones de una sola variable; que es ' 
«una de:las mas importantes aplicaciones analíticas del cálculo diferen= 
«cial. Antes de la invención de este cúlculo cada gegmetra como Descar- 


tes, Fermat, 6zc. daba su regla particular para hallar los máximos y los 
mínimos; y aun la misma memoria de Leibnitz inserta en las cctas de 
Leipsick año de 1664, en quese manifiestan los principios de dicho c4l- 
culo, tiene por objeto principalmu nte el de los máximos y mínimos, pues 
su título es: Nova methodus pro muximis et minímis, quae, neo fra- 
etas, nec irrationales quantitates moratur, et singulare pro illis caleuli 
genus. fl marques del Hospital que expuso el cálculo diferencial en 
su obra intitulada ; Análisis de los infinitamente pequeños , explicó el 
anétodo de aplicarlo á la investigacion de los máximos y mínimos; pero 
este método era defectuoso en al gunos Cas08, y por otra parte suponia 
el.que se supiese ya que la funcion tenia máximo ó mínimo. Los geó- 
metres posteriores han continuado con la misma explicacion del Hospi- 
tal, hasta que en estos últimos tiempos Maclaurin, Gousin, Lagrange, 
Chaix y Lacroix, lo han explicado completamente por el teorema de 
'Paylor; Pero la experiencia me ha hecho conocer que los principiantes, 
tienen alguna dificultad en la práctica, sino se les fixa bien la atencion: 
sobre este punto; y por lo mismo expondremos ante todas cosas la regla 
que se debe seguir, y la aplicarenos í varios casos, y despues pasare- 
mos 4 manifestailes el fundamento de dicha regla que es la siguiente > 

Quando se tiene una funcion y se quiere averiguar si tiene máximo ó 
mínimo, y en caso de que los tenga, quintos y quáles son, se practicará 
lo siguiente : hállese el primer coeficiente diferencial:é iguálese con cero 


si expresion; hóllense los valores de la variable que sutisfacen á esta: 


eguación , y sí hay máximo 6 mínimo será en alguno de estos valores de 


la variable. Bállense despues los coeficientes diferenciales siguientes y. 


substitúyase en ellos en vez de la variable cada valor de los quese. ha- 
laron: por la igualación á cero del primer coeficiente diferencial; cada 


valor de-estos que reduzca á cero un uúmero ímpar de coeficientes dife-- 


renciules, será un máximo á un mínimo; será máximo si el primer cocfi- 
ciente que no. desaparere, tiene el signo negativo, y será minimo sé 
tieñe el signo positivo. Si la substitución de estos valores reduce ú cero, 
un número par de- cveficientes diferenciales, la funcion propuesta no 
tendrá máximo ni minimo. 

Sea por exemplo la funcion z=1+8x—a?, y tendremos hallando su 


dz 
coeficiente diferencial e = 8 —2x,. 


; 
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e da 
A» 


«que igualado con cero da 8—24=0 , de donde =8=4 5 


- 


* 


| hállese el segundo coeficiente diferencial y se tendrá gd 

de? 
-*  comoes independiente de x, no se reducirá á cero por ningun valor que 
tenga esta variable; luego habiendo solo desaparecido un cocficiente 
diferencial, inferimos que quando a=4 hay máximo d mínimo; pero 
«como el primer coeficiente que no desaparece es una cantidad negativa, 
inferimos que dicho valor es másimo como debia verificarse. ” 
E dz 
Sea ahora =b(a—x)” y tendremos ES n(a—x)u—1, 


“que ienalándole con cero da (4—x)—1=0, de donde x=a> ! 
“luego si en dicha funcion hay míximo ó mínimo deberá ser quando 
A xa; pero si hallamos los cueñicientes diferenciales superiores se tendrá 
d2z : 
—— =Hn(N—1 [a—x)—2, ] 
dx? é, 
MPA x 40%. 
—— 3 01) (120% PT35 
y => 1(n—1)(1—2)(0—3K[0—x)174, OS 
x4 ; 


, diz E . 
pad: . . 2XI quando n es par , 


dn o 
y =- =$ 0(n—1)n—2)(n—3). - . 2x1 quando Í1par. 
x : 


Donde advertimos que si 1 es un número entero , llegarán á desapa- 


? recer por el supuesto de «=a,n—r coeficientes diferenciales; luego si n 
A / PES 5 z 4 

es par habrá máximo ó6 mínimo; y quando Ífmpar 10 habrá ni uno ni 
Otro; porque entonces desaparece un número par de coeficientes dife. 


renciales. 
Ahora, como la qiiestion abraza dos á causa del doble signo E, y 
- Quando n es par el coeficiente diferencial tiene el signo 3, se deduce 
que quando n es par y se toma el signo +, la funcion es un máninio y 
y quando el — un máximo, regla que comprende ú las dos que hemos 
deducido [56%] para las funciones ¿=b-+(4—x)" y A A 
2 565 Percibida ya la práctica de la regla, vamos á exáminar 2n2- 
- Mticamente la qúestion para deducirla. 
Con cuyo objeto concibamos que z sea una funcion qualquiera de x; 
: xw haya llegado al valor que da el máximo ó mínimo 
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de esta funcion; en este caso se infiere de las ideas de máxtmo y mí- 
nimo, que si se buscan los valores de 2 correspondientes á x—k y á 
w-+k, se deben obtener eu ambos supuestos resultados menores que el 
máximo Ú mayores que el mínimo. 

Desiguando por “z el valor de 3 que corresponde á x—k, y pora" el 
que corresponde 4 x4-k,:se tendrá por el teorema de Taylor [$535] 


da Rk d2z R2 —- d3z k3 


== —X— + Xx — x— +. ' » 
de .X dx2 1x2 dx3:*1X2X3 E, 
; dz k d?z k2 d3z Rk3 
Z =2+ —x— + — —X - Xx — GC. : 
dx 1 dx3" " 1X2 dx3- 1Xx2X3 


Y como hemos manilestado que se puede dar á k un valor bastante 
pequeño, parayue un término qualquiera sea mayor que la suma de 
todos los que le siguen, resulta quede podremos dar uno, tal que el 


da o 
término rán exceda á la suma de todos los que le siguen; entonces % 
será mayor que el primer valor “z y menor que el segundo z ¿luego la 
funcion propuesta no será por consiguiente ni un móxtimo ni un mini- 


dz 
mo ¿ mientras que a k no sea nulo; porque, paraque haya máximo ó mí- 
: x 


nimo debe resultar z mayor ó menor 4 un mismo tiempo que %z y x”; 
Z ¡ 

y si de k no fuese cero, de los dos valores 'z y 2”, el uno siempre se- 
x 


ria máyor y el otro menor. Pero un término no puede ser cero sino lo 
es alguno de sus factores, y como aqui k no puede ser cero, porque 
le suponemos un valor determinado, aunque pequeño, se deduce. que 


dz 
4 será el que deba ser cero. 
x 


dz : 


Luego siendo indispensable que — =0 , paraque haya un valor 
x qe 


máximo 4 mínimo, se tendrá entonces 


d2z k2 d3z k3 d4z hs 
laz ——X — —— X — + Xx — Ko - 
dx? 1x2 dx3 1x2X3 dx4 1X2X3X4 
d2z R2 d3z k3 d4x k4 y 
Z=2+ Xx + Xx as — Sc 
dx? 1X2 dx3. 1x2x3 dx — 1X2X3X4 
y en este caso sí se podrá tener 4 un mismo tiempo 2</z y 2<x", que 
d2z . ds > 
« . ... Sr 
via sie; > -— fuese positivo; y 2> 2, 2>2 mi 
seria siempre que ses positivo; y 2>%, ¿>2' quando ds Pr IN 
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neaativoz el primer caso daria para z un minimo, y el segundo un 
máximo. : 

De donde inferiremos que para encontrar quéándo una funcion z debe 
tener un máximo 6 un minimo, porque en ambos casos lo: da una misma 
equucion , es necesario buscar la expresion del primer coeficiente dife- 
rencial é igualarla d cero, que €s la primera parte de la regla. 
Hemos dicho que paraque haya máximo ó minimo es indispensable 

E : y có 
que E sea igual con cero; pero no por esto se debe inferir que siem- 

dz 2 2 . . 
pre que a =o0, deba haber máximo ó minimo. En efecto, si el valor 


dz : 
de x que hace nulo el valor de e hiciese desvanecer al mismo 
= E 


z dez. d3z A 
tiempo —.» sin que =— desapareciese , Como se hallaria en esta cir= 
dx2 dax3 
cunstancia 
a d3z k3 d4z k4 dsz k5 
=2— ——X + ——X AA + Ge, 
dx3" 1x2x3  Úx4 1X2xX3X4  ((xÍ 1X2x3X4X5 
; d3z K3 d4z k4 dSz k5 
2 =2%+ ——X — x—- - ——X + Go, 
dx3 1x2xX3  ((x4 1X2X3X4 das 1x2Xx3X4%X5 
d3z k3 j : ER 
y que ——X podria llegar á ser mayor que la suma de todos 
di3  1X2x3 ' 


los que le signen, no habria enton”es entre las tres cantidades “3,2,2” la 
subordinación que conviene al máximo ó al mínimo; pues la media z 
seria mayor que la una de las extremas y menor que la otra. D 


3 b d3z 
Pero si se tubiese tambien —— = o resultaria 
dx3 
> d4z ka4 dSz RS , 
RTI+H —— X Lo sao de + ko, 
dx4 —1X2X3X49  dUx3í  1X2X3X4X5 
, d4z k4 dsz RS 
¿=24+ — X ——+— X : + kc. 


dx4  1x2X3x4  dx3 1x2x3X4X5 

en donde las condiciones del máx?mo $ del mínimo quedaria aun s2- 
¿ d4z 

tisfechas, y se reconoceria por medio del signo de FA de los dos 
, 14 


debia tener lugar. 


pS Del mismo modo se haria ver que en general no puede haber 2:4x?m0 
0 Ó mínimo). uando el primero Ge los coeficientes diferenciales que 
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no desaparece, es de un órden par; y si este coeficiente es negativo, la 
fuucion en aquel caso será máximo, y si positivo, minimo lo que com- 
pleta la regla que hemos dado antes. | 


r 


536 La teoría de los máximos y mínimos se suele aplicar á todo gé- 
nero de qúestiones y de suma importancia; pero como la determinacion 
se hace siempre por un mismo método, solo nos detendremos cu a 
question siguiente. ; DIA A 

Supoagamos que se trate de dividir una cantidad a en dos partes 
talos que el producto de la potencia m de la primera por la potencia u 
de la segunda, sea el máximo de todos los productos semoejaules que se 
podrian formar. , 

Sea x una de las partes de a, coa lo que la otra será a—x, y el pro- 
ducto cuyo máximo se busca, estando representado por 3 se tendrá 

¿Ma a), A 


% 
de donde se sacara q =M 0 —(4—2 "NAM A—a) 01... 
Xx 


an —(q—x)1— 1 mía—a)—nx], 
que igualándolo:con cero será am —1(a—x)?—(1a—mx—nx)=0 5 
que da á-causa del primer factor, x=0; q 
á causa del segundo a—x=0 Ó x=4 , Ls 
ma 


y 4 causa del tercero ma—mx—nx=0 Ó x= 
man 


El último de estos valores responde 4 un máximo, porque quando 
2% 


se le substituye en la expresion general de —, 
. dx2 


mi—1 y 1—1¿M+1—-2 
da la cantidad negativa — ; | 
(m-enjuta—3 | 
los otros dos responderán 4 minimos cuando m y n sean pares, como nos 
podemos asegurar por el exámen de los coeficientes diferenciales, ó mas 
simplemente aun haciendo x=x-—k y 4=x+k 5 pues siempre se en- 
contrará un resultado positivo en uno y otro caso, qualquiera que sea 
el signo que se dé 4k; lo que prueba que la funcion propuesta despues 
de háber decrecido hasta llegar á ser nula, no pasa á ser negativa sino 
que vuelve 4 crecer. GS 
367 Consideremos aun la funcion que designa z en la equacion 
RL 2 MAZA RIZZO y 
cuya diferencial es 22d2—2madz—omada+2xdr=0 , 
que despues de haber suprimido el factor comun 2 y resuelto en facto» 
da — mi—x 
res, se convierte en (2—mx)dz—(ma—x)dx=o, que da — = ¿Ny 
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al ] . , Ed 
é igualando esta expresion á cero, será ma—x=0 óx=—, 
m 


cuyo valor substituido en la propuesta dará : 

x2 Xx ; x2 
—— —2mx x— +s2—a2=0, quese convierte en — —22—42=0 y: 
m2 uN me 


ó quitando el divisor en x2—m?*x2=m24*, 


maz ma 
o M2 
YE Y 1—m2 
a. 


cuyo valor substituido en el de 4 dará ¿= . 
V1—=m2 
d2z 


Falta exáminar en lo que se convierte el coeficiente diferencial E 
Xx 


> 


que da x2= 


La diferencial segunda de la equacion propuesta da la siguiente 


d2z dz2 de 
— + —2M — +10 ,. 
dx2 dal de á 


(z—mx) 
d?z 


dx2 


dz | 
que la suposicion de PEO la reduce 4 (%—mx) +10). 


de donde se saca 
diz r- y m: m 


(A ÁEíáA x<--——— RÁ a > WA 
dx2 e MEX x(1—m2) 
— —MX. 
“n. 
: ! ma 
y substituyendo ahora en vez de % su valor . 
E _—a—_ 


V1i—m2 


dlz m 1 
resultará —- == 
aa 


A e. ra 

ma A 
Xx (1—m2) av 1—im2 

NV 1—im? 

resultado que siendo negativo , manifiesta que el valor de 2 encontrado 

arriba es un máximo. : 

--568 Quando Ja funcion es de dos ó mas variables se pueden hallar los 
4 0 > 1 , q. a + 

maximos relativos y los máximos absolutos Sien una funcion de dos va- 

riables , por exemplo , se considera una como constante, y te dan á la 

Otra quautos valores se quieran , 4 cada uno de estos valores correspon- 

derá uno 6 muchos valores de la funcion propuesta , entre los quales se 


podrán hallar algunos que sean máximos Ó mínimos, que se determina= 
rán por lo que acabamos de exponer; de manera que siendo 4 una fun- 
na, 


9 


/ 
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. E . : 3 
cion de x y deu, si se supone u constante y se hace pre obten- 
Xx 


drán los valores de « que dan los mayores y menores valores de z en- 
tre todos los que responden á un mismo valor de y. 

El resultado que se obtiene de“esta manera es aun indeterminado, 
pues que puede variar en razon de las mudanzas que se hagun padecer 
¿ la segunda variable u, y no-ofiece por consiguiente sino méáximos $ 
minirmos relativos, entre los quales puede existir un núweso limitado de 
ellos que sean mayores ó menores que tedós lós.otros, y que corres- 
pondeu 4 valores determinados de u. Estos últimos que estan entera- 
niente determinados son máxinios Ó mmiuensos absolutos de la iunciun 
- propuesta; se descubririan fácilmente eliminando x de la funcion z por 


a? ue ton 
medio de la equacion TO lo que haria que la funcion lo fuese ya 
4 3 : 0 e " ee P ) 


solo de una variable u ; y señalando por z el resultado, bastaria enton- 
A gs al , j 

ces hacer e =o, para determinar u convenientemente al estado de la 
7) ! : 


> - - j 
e bee mo. a Par $ 


* 


question. A 
569 Los caractéres distintivos de los máximos y de los mínimos en 
los funciones de muchas variables se ded:cen de principios análogos $ 
los que se emplean en las funciones de una sola; pero la aplicacion es 
uas complicada, por lo que solo trataremos de los de una funcion de 
dos variables, ' 
Sra una funcion de x y de u, y supongamos que A,B,C,D,E,F,Scc. 
sean los valores que toman respectivamente 
dz dz dez .diz d2z 
ES A Y rd A 
"dx du dx2" dxdu' due 
quando se substituye a en vez de x y hen vez de u, el resultado de la 
substitución de a+k,h-+h en z será [$539 (v)) 


A+ Br+Che — (Di2+2 Ekh+-Fh2) +ko.; 
: IX 


expresion cuyo valor debe ser mencr que A en el caso del máximo ab- 
soluto, y mayor en el caso del mínimo, qualesquiera que sean los signos 
úe las letras k,h, con tal que no expresen sino pequeñas mudanzas. Pero 
como los términos del primer órden Bk,Ch, que se pueden hacer mayo- 
res que todos los otros tomando á k y á h de una pequeñez suficiente y 
mudan de signo al mismo tiempo que estas cantidades, deduciremos 
por un razonamiento análogo al del [ 565] que en el caso del máximo 


dz z 
6 del mínimo, se deberá tener por precision B= Pr =0,C= en =05 
er x u 


aci” 
A % 


ee 


ON 


e 


e «<< E 
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por lo que la expresion de arriba se reducirá 4 


Arz Dk2+2.Ekh4- hi2) 4-80. 

Satisfechas estas condiciones por los valores a y b que ellas mismas pal 
terminan, será necesario despues que los coeficientes D,E y F, nose des- 
vanezcan al mismo tiempo, y ademas que la cantidad Dk2+2Ekh+Fh2 
sea siempre negativa en el máximo y positiva en el mínimo, indepen- 
dientemente de los valores que se pueden dará k y á h, 


—h2BE2 
Pero si añadimos y quitamos NS á dicha cantidad, se nos con- 


vertirá en 
E2 E2p2 ; Envy? 


| j t | lt : ar h2 ía 
Puesta e SS E a que como pe 1; y h2 son posi 
tivas, qualesquiera que sean los valores de k y de h., paraque dicha 


Es 
eantidad sea siempre negativaes preciso que lo sean D y ts Por 


E2 
lo qual deberá ser en el caso del máximo DER y F— O 


pero el ser D negativa hará que el término — y e positivo, y no se 


Ñ y E2 
podrá verificar que F+ qa negativo, simo.es /? negativa como D, 
A : 


y se tiene 


E2 , 
F> mm ó FD>E? que da FD—E2>o. 


Paraque la cantidad (1) sea siempre positiva será necesario que 
| E? 
siempre lo sean D y F— — por lo qual en el caso del mínimo deberá 


E? 
ser IR 7) >o0; y siendo D positiva la segunda cantidad no po- 
| E2 El 
drá Ain si FP no lo es y mayor que po esto.es. > 
que du PD>E? 6 FD—E?>o. 


Por lo que se deduce que paraque haya máximo ó mínimo es nece- 
5 que FD>E?; y si ademas de esta circunstancia se verifica que 
<o habrá máximo, y si D>o habrá mínimo; si una de estas canti- 


vá Tomo 11. Panre 1l. 
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dudes D.F, 6ambas fuesen iguales con cero, sin que lo fuese E al mismo 
tiempo, la funcion propuesta no tendria. máximo ni mínimo. 

Si los coeficientes de 2.2 órden se aniquilasen al mismo tiempo que 
los del primero, no habria máximo ó mínimo á menos que no desapare- 
ciesen tambien les coeficientes del tercer órden, y que los términos del 
guarto no formasen una cantidad cuyo signo no dependiese en ninguna 
manera de k y de h; y así en adelante. ¡8 a 

57o Con el fin de dar un exemplo, nos propondremos la siguiente 
qúestion que es análoga á la resuelta antes. 

Dividirla cantidad a en tres partes xuya—x—u, tales que el producto 
2Mur(a—x—u)? sea un máximo. 

En cuyo caso será ¿=xW4(a—x—u)h, 
da > 
———= ¿014 (AG —4)2 — ¡a —MA—MIS—PX)=0, 
de : 
dz A 
— AM ¿1104 2 — (na —NA—NY—PU)=0, 
dis 
que igualando á cero los factores 24 —/2x—MU—PX Y NA—N%—NU—PU, 

ma na pa 

0 — y ALU y 
ma u+p M--n+p  MANFHP 
Para saber si estos valores pertenecen en efecto 4 un máxtmo, las 


oy : ; z d2z diz diz 
substituiremos en las expresiones generales de —, —, a 
dx2” didu du 


y haciendo para abreviar M+N+p=(, se Fallará 


Max M1 2nax? y pas e! 
D=-—(m+p)( — na ns 
mna max "—1 ¿na xt—1, pax e! 
E=— — ol pera 
A ( q ES q q ) 3 
max”, max" —1 pa 21 
F=— n+p) _— E 35 . 
Las cantidades D y F son negativas, y efectuando su multiplicación 
hallaremos que cumplen con la condicion de ser DF—E2 una cantí- 


dad positiva quando los exponentes m,n,p son positivos ; por lo que el 
este caso se tendrá el máximo pedido. ' 


dan x= 
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id 7 j 
De los valores que toman en ciertos casos los coeficientes diferenciales, 
y de las expresiones que se convierten, en 5. 


571 Si se buscase el máximo 6 el mínimo de la funcion 
: dz a?x— 23 


az=wV 02x2—x4 por exemplo, se deduciria de clla — = 
dx STA 
UY APR ad 


dx 


y ed A E + a 
que haciéndole igual con cero, daria x=0 y ES 


- Sin embargo, con un poco de atencion se verá que el numerador y de- 


Oax 2x3. % ; 
——— , nose desvanecen 4 un mi:n0 


nominador de la fraccion 


uN a a a 4 
tiempo, sino porque estan alecius del factor comun sx... 


: se y dz 12 2x2 
Si se suprime en asubos, se hallará —= > 
> 
5 ay a? —x2 : 
: E , de az RR 
que en el supuesto de ser x=0 da -—— = = =H1. 
da as / 
ay 2 


En general si se hace w=0 en una expresion de esta forma 

P(x—)m 
Qix—a)" 
ser nnlo, finito 6 infinito, segun se tenga M>1,M=0.11<N, porque bor- 
rando los factores comunes al numerador y denomin+dor se baligid 


P(x—ajn—n. 


; DA, qn 
se convertirá en—; sin embargo, su verdadero valor debe 
o 


enel 3.9; 


en el primer caso; — en cl 2.9; y — 
( amos 


en el supuesto de que las cantidades 2 y Q:no sean nulas 11 infinitas 
por la suposición de Xx==4. 

Luego quando se presenta una expresion qua'quicra baxo la furma £, 
es necesario para conocer su verdadera significacion, desprender!a de 
los factores comunes á su numerador y denominador, La diferenciacion 
nos suministrará este medio con mas sencillez que el método de hullar 
el comun divisor. 

572 La diferencial de la expresion P(x—a) en que P designa una 
funcion qualquiera de x, pero independiente del fector (x—a); 
siendo (a—a)dP+-Pdx, no se desvanece ya quando x==4. 

Si se diferenciase dos veces la funcion 4(a—u)* se hailaria 
"— (a—adP42P9—ajdx , 
(1—a)2d2P +2 x—aJdP.dx+ 2 (x—a)dxdPr2Pd=.. 
(x—a).dPr4(x—a)dP.dxi+-2 Pdx2; 


4 
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y como P no contiene 4 x—a, la diferencial segunda se reduciria 4 su 
último término: continuando del mismo modo deduciríamos que todas 
las diferenciales de una expresion de la forma P(x—a)”, hasta la del 
órden m—1 inclusive, se desvanecen en el supuesto de ser x=a, quando 
m es un número entero, y que entonces la diferencial del órden m se 
reduce á 1x2X3. . . MmPdx%; 

Juego el factor (x—a)m desaparece en esta hipótesis despues de zm dife- 
renciaciones. 

No es necesario conocer el exponente mm aunque el factor (x—a)" , 
esté manifiesto, para saber quando la expresion está libre de él; basta 
asegurarse despues de cada diferenciacion , si el resultado obtenido se 
desvanece ó no, quando se pone a en lugar de 4; en el último caso la 
operacion es finita , y lo que se ha encontrado representa la cantidad 

1X2X3. . . MP4IXM, 

Sea, por exemplo, la funcion 13—ax2—a?x+a3, que se desvanece en el 
supuesto de x=4« 5 su diferencial primera se desvanece tambien en esta 
hipótesis , pero no su diferencial segunda que es (6Óx—24)dx2, 
la qual se encuentra ya libre del factor (x—a); y pues que ha sido ne- 
cesario para esto diferenciar dos veces de seguida, se debe concluir que 
es de la forma P(x—a)?; lo que en efecto se verifica , pues que 

23—ax?—alx+a3i=(x+a)(x—a)?. 
x—a mn 


573 Aplicando lo que precede á la fraccion $ se verá que 


Q(x—a y* 
diferenciando muchas veces de seguida su numerador y denominador , 
quedarán libres 4 un mismo tiempo del factor (v—a) si m=n. 

Si el numerador es el primero que da un resultado que no se desva= 
nece , será una prueba de que el factor (x—a) se encuentra elevado en 
él á una potencia menor que en el denominador, y por consiguiente la 
fraccion propuesta será infinita; si al contrario es el denominador, la 
fraccion propuesta será nula. 

Luego podremos establecer que para obtener el verdadero valor de 
una fraccion que se convierte en 2 quando se da á x un valor particu- 
lar, es necesario diferenciar separadamente su numerador y su deno= 
minador , hasta que se encuentre para uno ú otro un resultado que na 
se desvanezca ; la funcion propuesta será infinita en el primer caso, nula 
en el segundo, y tendrá un valor finito , sí se hallan á un mismo tiempo 
dos resultados que no se aniquilan, 

574 Algunos exemplos aclararán esto suficientemente. 


x-—1 
1.2 La fórmula 


que expresa la suma de la progresion geomé-= 
o 


trica ++1:x:12:x3:Gc. se convierte en £ quando a=1; sin embargo estáh. 


suma, en la progresion geométrica 4+1:1:1:1;%c, 4 que nos conduce 


DN e MA 
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dicho supuesto, tiene un valor determinado ¿igual con n., que la.regla 
precedente nos va á suministrar tambien. En efecto , despues de haber 

xi— I . 


diferenciado el numerador y el denominador de la expresion A 


nx8—1Idx 


se halla =nxf—I=n quando x=1. 


ax2—20cx+ac2 


2.2 El verdadero valor de ——————.— en el caso en que x=c 
bx2—2hcx+bc2 


no se puede obtener sino despues de dos diferenciaciones; porque 
zaxdx—2acdx  ax—ac " 
ebxdx—2bedx  bx—bc 

resultado que se convierte en Z quando x=0; pero volviendo á dife= 


adx a 


1 h 1 o 
renciar se alla bdo ñ 


573 Aunque no se ve inmediatamente como es posible dar la forma 


la primera da 


P (x—a)” ax — px O 


á la funcion trascendente , que se convierte en — 
o 


Q (i—a)a 
quando x=0, no obstante se le puede aplicar la regla, y despues de 
haber diferenciado su numerador y denominador se encuentra 
a*vla—bx*lb; que substituyendo en vez de x cero, se convierte en 
la—lb que expresa el valor buscado.. 


Este resultado se obtiene inmediatamente substituyendo en vez de 
las funciones aY,b* sus desarrollos, porque en este caso resulta : 
axr—)x 


5 
=— E fla LN e 
x 1X2 


que en el supuesto de x=o se reduce á la—lbh. 


576 La regla dada [$ 573] no seria aplicable al caso en que los fac. 
lores que se desvanecen, estan elevados 4 potencias fraccionarias ; porque 
as diferenciaciones sucesivas no quitando sino unidades del exponente 
m del factor (x—a ), no le pueden reducir á cero quando es fraccio- 
nario : solamente llega á ser negativo quando el número de las diferen- 
Claciones es mayor que el entero que se hallaba contenido en él. Si se 


(a2a2 yA 


%.: : 
tubiese por exemplo , Aunque el verdadero valor de esta 
(xa ) 


función quando x=a es (at, no se llegaria jamas á él por la dife- 
Wenclacion, pues se encontraria sucesivamente 
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gx a)? a (at—a ay Sig a(12—a?) E 
A ELA RA 
E CS 

El primero de estos resultados se convierte en £ quando se hace 
e=0; y el mismo supuesto hace infinitos los numeradorés y denomi- 
nadores de eada uno de lós siguientes. Si se hacen desaparecer los expo- 
nentes negativos, pasando al denominador los que estan Cn el numera- 
dor y vice-versa, las nuevas expresiones que. nazcan de esta mudanza 
se reducirán todas á 2. ' 
- Esta dificultad proviene de que la diferencial de una funcion de %, 
no puede ser de la forma -4dx , quando un' valor particular de x hace 
desaparecer algun radical ó una irracionalidad en esta funcion. 


En efecto, si se tubiese 2=b-"y/x=a4 por exemplo, y Se quisiese en- 
contrar el valor consecutivo de z quando x=a; seria necesario poner 
a+Ax en lugar de 25 y resultaria zrAdr=b+y Ax y 


4 


: . / HET Ze, 
y la diferencia será Az=Y 4x=(Ax)25 
que en general se 


la irracionalidad afecta en este caso al incremento 


L 
A Az (M2) 1 
balla exento de irracionalidad ; de donde ORO == 
*x 4 z 
(Ax) 
a pe | 
rasando á los límites seria — =——=¿= 00 
Y P de E o. > 


luego el yalor de 4 seria infinito. | 
577 Hé aquí un procedimiento general, exénto de toda dificultad, que 


comprende á la regla dada [$ 573] y. que presentamos el último, por- 
que nos ha parecido que las consideraciones del párrafo citado podian 


dar mucha luz sobre el objeto que nos ocupa. 
X 
Sea x= una frascion cuyo numerador y denominador se desvanecen á 


un tiempo quando xa. Substituyendo a+Xk en vez de x«, las funcio- 
nes X,X' se desenvolverian en series ascendentes de la lurma 


/ / 
ARS Br. AMC RBR e, 
ntienen ningun término constante, porqne deben ser 


las quales no co 
se tell” 


nulas quando k=0 qne corresponde al supuesto de 4=45 luego 


0 Ce a 
AR +BR a en lugar de la fraccion propuesta. 
n£ 


1 
AC ABN bo. 
Ea efecto, si en este resultado se supone 


drá 


k=o, se debe volver ¿ ob- 
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. : .. X : . 
tener el valor que recibe la funcion 57 quando se convierte x en 4; y 


aunque parezca reducirse al principio á ¿, se va á ver sin.embargo 

que tiene un valor determinado. | | 
Distinguiendo los tres casos de «>0/,0==0" y o<u”, podremos en los 

dos primeros escribir la expresion precedente como sigue 


ARA ppiao. +étc.. 


¿xP IIáqA+EEzem : —oos “ 
Brza! l 
A'+B'k +4c, 
baxo esta forma se percibe que si a sobrepuja a”, la suposicion de k=0 
hace la fraccion nula, y que se reduce á 77 quando se tiene a=0”. 


En el tercer caso en que a.<a” se verifica lo contrario, pues se tiene 


ARBR + éc. 


1 9 3 
ARE BRE Ro, 

y este resultado se hace infinito por la suposicion de k=0. En todos estos 
casos el verdadero valor que se busca no depende sino del primer tét- 
mino de cada serie. 
Y así, la regla siguiente se extiende á todas las fanciones que se pue- 
den presentar baxo la forma indeterminada 2 : húsquese el primer tér- 
mino de cada una de las series ascenrlentes que expresan el desarrollo 
del numerador y del denominador, quando x=a=+-k ; redúzcase ú su ex- 
presion mas simple la nueva fraccion formada de estes primeros tér; 
aninos , y hágase despues k=0; los resultados que se obtengan serán los 
diferentes vulores que toma la fraccion propuesta quando se hace x=a, 


Esta regla parecerá algunas veces mas cómoda que el procidimiento 
de la diferenciación en el caso en que se puede emplear. Y así, en la 


% 


x3— 4012470203202 / 24x— u? 


fraccion 


2224 X—4I+2U Y Lai — a? 


solo despues de quatro diferenciaciones , llegaremos encontrar el ver» 
daidero valor en el caso de ser x=a. 


Escribiendo a+k en vez de x como lo prescribe la regla, resulta 


20342 02k—ak2-4k3—202 Y a2+2ak 


. E 
—2024k*420Y/ 42— k2 
desonvolviendo en serie las dos cantidades radicales, se tendrá 
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O k2 k3 4 
Y a2+2aka+k—— + sk 
24 242 8a3 


ima k2  Rk4 
Y a2—ki=a—— — ——Qc. 
2a  8a3 


La substitucion de estas dos seriesen la fraccion precedente dará 
—sa para el valor buscado quando R=0. 
En el caso en que el valor particular de x hace desaparecer algunos 
radicales , y que por esto se escapan de la regla [573 ], es necesario por 


pt 3 
(2—a 
, cuyo valor no se puede 


precision recurrir á este. La fraccion 
(aa) 

: 3 

(20k+k2)? 


obtener por la diferenciacion quando x=a da =(0a+ af, 
k 


mudando x en a+k; y haciendo k=0 


se obtiene su verdadero valor.(saj* 
578 Una funcion puede presentarse aun baxo muchas formas inde- 
terminadas, diferentes en apariencia.de ¿3 pero que en realidad son la 
misma y que conviene dar á conocer. 


XxX 
1.2 El numerador y el denominador de la fraccion xr pueden ser 


1 
57 

infinitos al mismo tiempo; pero esta fraccion estando escrita así — » 
1 


— 


X 
se reduce 4 2 quando X y X' son infinitas. 


2.2 Puede ocurrir el encontrar un producto compuesto de dos facto- 
res, el uno infinito y el otro nulo. Sea PQ este producto, si la supo- 


sicion de x=a4 da P=0,Q=1, se hará 0=3 , y R será una cantidad 


nula en el mismo supuesto ; Juego resultará PO=5=3 
| 


579 Si se pidiese el valor que recibe la funcion E quando x es infi- 
Xx 


nita, 6 lo que es lo mismo, el límite de.esta funcion para los incremen” 
tos de x, no se podria llegar á él por ninguno de los procedimientos de 
que hemos hecho uso hasta ahora, á causa de la imposibilidad de desen” 


Ñ 


TS 
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volver en serie lx ; y seria necesario recurrir á las consideraciones par- 
ticulares sobre la naturaleza de la funcion propuesta lx. Se tiene e"=x, 
y la teoría de las series da 


| la la)? (1x3 
% =1+ E dido + 516480? sa +Gc. 
1 1X2 1X2X3 
n(lx) n2(lx)2.. . n3(lx)3 
y a + ura ye + Ns ON 
: 1 1X2 1X2X3 
de donde se concluirá 
lo lx y 
an ml n(laj2  a3(lxS PA n?lx  n3(lx)2 
e e RA NO. MS + - Gre. 
MA AX ES 1 E EX 


cantidad que se aproxima á ser nula á medida que. aumenta, porque 
en este caso sucede lo mismo ¿4 lx. : 

500 Una equacion Vo, que tiene raices iguales., es necesariamente 
de la forma P=X(x—a)?=0o : 
conteniendo el factor X las raices «desiguales; y se sigue de lo dicho 


Ea dy ey dan— 1/7 
[572] que todos los coeficientes diferenciales —, ——».. hasta ——— 
de "dx? dxn—1 


inclasivamente, se desvanecerán por la suposicion de x=a, porque 
contendrán el factor a—a que estará elevado á la potencia n—1 en el 
primero, 4 la potencia. n—2 enel segundo, y así sucesivamente. 

> áY ap ar — iy 


Luego las equaciones V=0, —=0, 2 as 
d . 


a A 


x da? dit 
tendrán lugar á un mismotiempo, y si-se busca el divisor comun entre 
la primera y la segunda que son respectivamente 


X(x—ái=0 2 Gan (a 1 04 


hallaremos que es (x—a).—1, ; 

Estas consideraciones se aplican fácilmente al caso en que la pro- 
Puesta contenga muchas especies de raices iguales, es decir, al caso 
en que sea de la forma X(x—a)(2—b)"=o0, 

Porque diferenciando el primer miembro se hallará 


(x—a)» (0—b)m Ka) (ab) +mX(x—a)(x—b 1, 


cantidad que se desvanece tambien quando se hace x=ú óxa=b, y cuyo 
divisor comun con el primer miembro de la equacion propuesta es 
Del vu (ax—a)—U(a— M1, 
el mismo modo se puede obrar qualquiera que sea el número de los 
XxX Tomo ll. Paxre 11. 
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factores (x—a)". (ab) (x—c)?, áre. y se encontrarla siempre que el 


divisor comun entre las equaciones V=0, —=0, dlebe contener raices 

x : 
iguales elevadas cada una á una potencia menor en una unidad que en 
la propuesta V—0. 


Aplicacion del cálculo diferencial á la teoría de las lineas curvas. 


581 Las inve:tigaciones geométricas son las que dieron orígen al cál- 
culo diferencial. Los Geómetras por consideraciones acerca de las lineas 
curvas fueron conducidos á este portentoso cálculo, que despues se ha 
presentado baxo diferentes puntos de vista; más qualquiera que sea 
su orígen, siempre estribará inmediatamente sobre un hecho analítico 
preexfstente á toda hipótesis; y este hecho es precisamente la propiedad 
que gozan todas las funciones de admitir un límite en la relacion que 
sus incrementos tienen con los de la variable de que dependen. Este lí> 
mite, diferente para cada funcion, pero constante para una misma y 
siempre independiente de los valores absolutos de los incrementos , Ca” 
racteriza de un modo que lees propio, la marcha de esta funcion en los 
diversos estados por que puede pasar. En efecto, mientras mas pequeños 
son los incrementos de la variable independiente, nas próximos estan 
los valores sucesivos de la funcion, mas se acerca esta funcion á que- 
dar sometida ú la ley de continuidad en sus mudanzas con las de la 
variable independiente, y se aproxima á ser igual al límite señalado por 
el cálculo. Por ley de continuidad se debe entender la que se observa 
en la descripcion de las lineas por el movimiento, y segun la qual los 
puntos consecutivos de una misma linea se suceden sin ningun intervalo. 
J0l modo de considerar las magnitudes en el cálculo no parece admitir 


f 


esta ley, pues que se supone siempre un intervalo entre dos valores cos * 


secutivos de la misma cantidad; pero mientras más pequeño es este 1n- 
tervalo, mas se aproxima á la ley de continuidad; en virtud de la qual 
resulta que los incrementos aunque se desvanezcan, conservan aun 2 
relacion ¿que se han aproximado por grados antes de desyanecerse- 
582 La3consideraciones geométricas prueban de un modo muy exácio 
que la relacion de los incrementos de una funcion y desu variable €$ 
en general susceptible de límites. | 
Toda funcion de una sola variable se puede representar por la ordenada 


de una curva de la que esta variable es la abscisa; porque si vamos dando > 


valores particulares á la abscisa, y tomamos estas partes á lo largo 
una linea, y en los extremos se levantan lineas paralelas entre sí, de la 
maguitad que exprese la fancion en cada caso , tendremos construió” 
una curva enya equacion sea la igúalacion de la funcion propuesta 
con una variable; ahcra, la relacion de la ordenada de la curva con su 


subtangente corresponde al coeficiente diferencial de la funcion. 4% 


y 
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efecto, si en una curva CD (fig. 179) se tira por dos puntos M y vi! 
una secante MM” prolongada hasta que encuentre en S al ese AB de 
las abscisas, se baxan despues las ordenadas PM,P DÍ” y la recta IQ 
paralelaá4 AB, los triángulos semejantes MQM” y Piás darán 
PS MO Ax 


PM:PS::M'Q:MQ|[ 1. 485 cor..2.* ] de donde yg == Mo Ad 


: , h PS “Do 
as á¿ los ¡ tendrá límite de — = límite de —; 
y pasando á los Hmites se ! mite de PM mi Az 


PT subi. 


l límite del pri miembro es -——- = 
pero el límite del primer mi > 


que el punto M' se aproxima al punto M, se acerca Sá T, y por con=* 
siguiente la subsecanto Po á la subiangente PT; y como el límite del 


, 


, porque 4 medida 


E , 10 Add subt, dx P dx +3 
segundo miembro es -— será ——= -=0 subt.=2 x=» 
dz 2 dz dz 


que es la fórmula general que determina la subtangente de una curva 
qualquic:a, y nus dice que debemos hallar el valor del coeficiente dijes. 


Z 
el valor de la ordenada, y este será el valor de la subtangente. 

583 Quando sedan á la abseisa valores sucesivos, las urdenadas que 
correspuuden á estos valores determinan en la curva putlos, que se pue- 
den considerar como vértices de los ángulos de un polígono inscripto en 
esta Curva. 

Si se toman, por exemplo, sobre el exe de las absoisas los puntos 
P,P",P"(Bg. 180) distantes entre sí una misma cántidad k, «e tendrá 

AP=x, AD'—=4-+k, AP“=x+2k, Gc. 

y si se levantas: las ordenadas correspondientes PM.P'M,P“M”, «o. 
y se unen los puntos M,M”,M% «e. por cuerdas, se formará el polí- 
gono MM'M” «c. que se diferenciará tanto menos de la curva pro- 
puesta, quanto mas próxfimos se ballen entre sí los puntos M.MM“Ge.; 
Pero al mismo tiempo el número de sus lados aumentará mas y mas, 
Pues que la distancia PP” estará contenida un número de veces mayor 
en la abscisa determinada AB. Por lo que la curva CD será el límite 
de todos estos volígonos, y por consiguiente Jas propiedades que con- 
Vengan á este límite convendrán á la curva propuesta (*). 
E 

(%) Leibnitz ha considerado siempre el cáleulo diferencial baxo 
un punto de vista casi semejante; y paraque se vea “que tubo mejores 
ideas acerca de este punto, que todos los que han tratado despues el 


Xx 
rencial ma de la abscisa con relacion á la ordenada , multiplicarle por 


' 


o o, 
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584 Esto supuesto, si se tiran MQ y M'Q! paralelas al exe AB,M'Q 
será la diferencia de las dos ordenadas consecutivas PM y P'M'¿M“Q* 
la de las ordenadas P"M' y PM”. Prolongando la recta MM” hasta que 
encuentre en N“á la PM” se tendrán los triángulos MM'Q,M'N“Q” 
que serán totalmente iguales , por tener MQ=M'"Q” por el supuesto de 
ser PP'=P'P”, y de tener ademas iguales los ángulos adyacentes, los 


en Q y Q! por rectos, y los'en M y M” por correspondientes; luego . 


será M'Q=N“0Q", 
de donde se sigue que M“N“=N"Q'*—M”Q* 
será la diferencia de las lineas M'Q y MQ%. 


El cálculo diferencial da la expresion de estas diversas rectas, porque 
se tiene sucesivamente [$ 535], 


cálculo diferencial por los infinitamente pequeños, pondremos aquí el 
siguiente pasage de las Actas de Leipsick año de 1684. ; 

« Habiendo publicado Juan Cristoval Esturmio, Matemático muy 
« erudito, en las Actas del mes de Marzo próximo pasado un método 
« por el qual se demuestran las dimensiones de las figuras, dadas por 
« Euclides, Arquimedes y otros, mas directa y compendiosamente que 
e se suele hacer comunmente, é saber , reduciéndolas á series infint- 
e tas con la continua circunscripción de abscisas, ó con la biseccion de 
e las partes del exe , y unas figuras siempre paralelogramos y Otras 
« ( que tenian por altura las partes del exe y por base las ordenadas), 
e y deseando saber en particular mi parecer y el de otros Geómetras 
w acerca de este asunto, juzgué que me eorrespondia el exponer en 
ee pocas palabras mi parecer , aunque con mas seriedad que acaso lo hu- 
« biera hecho , si hubiera advertido antes aquel lugar de las Actas. Y 
e 4 la verdad no puedo menos de confesar que este método es bueno y 
e laudable. Pero soy de parecer que tanto este como todos los que se 
« han empleado hasta ahora , se pueden deducir de mi principio ge- 
«e neral de la medicion de las figuras curvilineas, que una figura cur- 
ee vilinea se debe juzgar que equivale á un polígono de infinitos lados; 
«e de donde se sigue que lo que se puede demostrar de semejante polí» 
ee gono, ya de modo que no se tenga ningun respecto al número de sus 
e lados, ó ya de modo que se verifique tanto mejor , quanto mayor se 
ee tome el mímero de lados , de suerte que el error sea por último menor 
e que qualquiera dado, esto mismo se puede pronunciar de la curva. 
e De donde nacen dos especies de métodos , de los quales depende , se- 
e gun mi parecer, no solo quanto hasta el presente se ha inventado 


e acerca de la dimension de las figuras curvilineas, sino tambien quan- : 


ce to en lo sucesivo se puede inventar. Y esto hasta ahora no lo halla 
e bastante considerado. » 


1 
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.PVM=zx 53 E 


E) dz dez k2 d3z E k3 AA 
= X= + — Xx — + — . 
apa ds aaa 1x2 dx3'1X2X 
k diz 4k2  d3z 83 
PM "=+ E id e + Kc, 


da 1 dx2 1x2  dx3  1x2x3 
dez k2-d3z  k3 


Pp” M' —PM=M'Q= Leto? + — x— + —X + GC. 
de 3  dx2 1x2  dx3 1X2x3_ 


a ¡ua da Rk  d2% gk2  d3z 7k3 
"MN" —P'M'=M TZ — KZ + — xXx — + —X 

A Q de 1. dx2 1x2  dx3 1X2X3 

| Y dez 20 RS pe Sí 

M''Q'—M'Q=M"N"“= —X + —X ———— +GLC. 

Q Q dx 1IXgG  da3 1x2x3 

De donde se sigue que sik ó Ax se aproximara á su límite dx, el 
valor de M'Q se aproximaria mas y mas á la diferencial primera dz, y 
el de MN” á la diferencial segunda d2z, Considerando un quarto punto 
del polígono, se hallaria del mismo modo la linea correspondiente á la 
diferencial tercera, Úc. : 

585 Las lineas PM,M'Q.M/N”, tienen con relacion al cálculo de los 
límites una subordinación señalada pur los exponentes de que el incre- 
mento k está afecto en su primer término ; pues es el mismo que el del . 
órdes de la diferencial á que corresponden, 

En efecto, la relacion de M'Q á PM disminuye sin cesar y acaba por — 
desvanecerse quando k=o0, y sucede lo mismo á la relacion de MN” 
con M'Q; pero si se comparase MN” con el quadrado de M'Q, la re- 
lacion tendria entonces un límite asignable que seria la relacion de 


+6C. | 


diz , dal. 
— áú — (*) 
dal dx? 
586 Las consideraciones del artículo [ 582 ] hacen conocer tambien 
us PM dz 
lá posicion de la tangente; porque dan (fig. 179) .— y 
Gx 


PM 
y el triángulo PMT siendo rectángulo en P, la relacion PT expresa la 


a 


(*) Esto suministra una explicacion bastante sencilla de los, dife- 
rentes órdenes de infinitamente pequeños que Leibnitz admitia. El.con- 
sideraba á la diferencial primera como infinitamente pequeña con ré- 
lacion á la ordenada; la diferencial segunda como infinitamente pe- 
queña con relacion á la diferencial primera, y así en-adelante. Por 
este principio despreciaba las unas con relacioná las otras; lo que es 
necesario hucer en efect quando se quiere pasar á los lúnites. 
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tangente del ángulo PIM; luego = es la tangente trigonométrica del 
x 


2 7 : . 
ángulo que la tangente de la curva en un punto qualquiera forma con el 
exe de las abscisas. 


4 


587 El triángulo PMT siendo rectángulo en P, da la tangente ó 


MI=VPM2+PT2 Y 0 a | 
nn 12+ iS Zea + =Z o] 
 dz2 ; dia | 


Si suponemos que MR. sea normal de la curva, el triángulo TMTR 
serí reciángulo en M; y couxro desde M tenemos baxada la perpendicu- 
lar MP resultará que los triángulos TPM,PMER serán semejantes, y darán 
O ERE 
“PAYE> $ ZA A AAA E 
A ón PL xd de 


(17 


que es el valor de la subnormal de todu curva. . 
589 El trigagulo PR rectánguio en P da para la normal 


die dx? 


——__-  ¿2dz2 dez 
MR=vyYVPM2+ER2 = 22 _+ ER AE, 


599 De estas fórmulas podemos hacer aplicaciones para determinar 


los valores de Jas subtangentes, tangenies, normales y subnormales de, 
las curvas que hemos considerado. 


Si tomamos por exemplo la equacion general de las curvas de segundo 
grado [$ 333] 2=4-+12?, se tendrá diferenciando : 


A : da — ma+2nx% ma-20% 
ezda=mdx+2nxdx, y =$ E 
x 2% — 
2 mx+nx? 


zdx  2x2W/mx+nx2 2(mx+nx2 
de donde se saca PI=—— = E ( ) 


—— — 


E] 


dz M+2nxX m+2nx 
IA | — 2 
a2dx2 ev mx-enx2 
TM= 224 = mans? (ma-na2)( a 
da? m--20x 


— rn an aX. 
l mx+nx2x 2 
mainx2tk —) > 
m+21nx 
2dz m-+2nx 


PR =—= ————» 


x 2 
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> e M+2NX 2 
MR=Y 22 A X 9 


2 Y mana 


o (ma-2nx)2 : nia e 
manso (mana) MASFNAS ——— — 
¿(marna2)> 4 


Quando n=o0 la curva es una parábola, y entonces se tiene-solo 


-__——— m AR 
PT=>x, TM=Ymx+4x?, PR= E MR MA 


Del mismo modo se podrian hacer aplicaciones á las o de 
Otras Curvas qualesquiera. : 


591 Siendo el arco MEM” (fig. 181) mayor que la cuerda MIL, la 


M' 
pal de la diferencia del arco AM á la diferencia de la A 


razon 


Yo 


MM 
Ó de la cuerda MM” 


correspondiente AP, será mayor que la razon 


MS ; 
4 MQ, 6 que su igual Py á causa de los triángulos semejantes MM'Q, 


MPS; pero quanto mas el punto MI! se acerque 4 M., tanto mas la cuerda 
MM se e po con el arco MEM”, y por consiguiente 
MEM 
tanto mas la primera ay de estas razones se acercará á la segunda 
Yi 


MS | : 

P3> de manera que su diferencia llegará á ser menor que qualquier can- 
tidad dada por pequeña que sca; de donde concluiremos que el límite 
MT 


PI 


4 


Le la seguuda de estas razones será igual al de la primera; luego 
F 


La razon a de la tangente á la subtangente de un punto qualquiera 


MEM?! 
M de una curva, es el lúnite de Ir 


de la diferencia del 


arco AM á la diferencia de la abscisa corres Cia, 


De donde se infiere que si llamamos 4 al arco de una curva qualquiera 


dA MT , 
Ar, ei = pp + Pero los triángulos semejantes TPM,MPR 


A 
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V dal | 
MT R As dez, 
an E Td PIAR 14 EE 
EEES == pare y Aaa Y EY diras 
592 Dividiendo la equacion e =>. por la equacion a 
dA 
de dd MT MR 
será — Ó — = —= y 
d dz PM PR 
da 


esto es, la razon de la tangente con la ordenada ó de la noymal con la 
subnormal de una linea eurva, es el límite de la razon de la diferencia 
del arco ála diferencia de la ordenada, | 
593 El triángulo rectánguio MPR, 
da R=t:MR::sen.PRM:PM;:cos.PRM:RP, 
a E E 50005 CRI fe 
e donde sale sen. = = =>, y Cos. 1 TIA 


594 Muchas veces es mas cómodo y elegante el considerar la tan- 
gente y la normal por su equacion. Para obtener la dela primera bus- 
caremos en general las relaciones que deben verificarse quando dos li- 
neas se tocan. Consideremos al principio estas lineas como teniendo dos 
puntos M y M” (fig. 181) comunes; y tendremos que las equaciones de 
estas lineas deberán dar los mismos valores de la ordenada PM, y de la 
diferencia M'Q , correspondientes á la abscisa comun AP y á su incre” 
mento correspondiente PP”. Luego si se designan por a',a” las coordena- 
das particulares del punto M en la curva propuesta ¿ y por x,z las de 
los puntos qualesquiera de la linea que la corta en M y en M', se ten- 


drá [$ 584] para estos dos puntos 


Z d2z  k2 pa da dez' h2 di 
== 7 cri ¿Jompo => xo +8. 
ES dx? oa dx' dx2 2 
La segunda equacion dividida por k da 
dz. diz  k dl. we .R*“ 
dE rm + o. 
de. de? xa FEST gal O data 1x3 


ae Po dz dz" 
fl =0, S€ Y bres DA 
que pasando al límite, suponiendo A de? 
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hipótesis los d dei ¡ ¿M” 
pero en esta hipótesis los dos puntos de interseccion M,M*se reunen en 
uno solo que se convierte en un punto de contacto para las lineas pro- 
puestas, pues que no tienen mas que este punto comun. De donde se 
sigue que paraque dos lineas se toquen es indispensable que se :verifio 


; ¿de de 
quen las equaciones ¿=x", —= —7» 
PENE UNA 

595 Apliquemos esto á la linea recta cuya equacion es ¿=0x-+b, 


q dz 
— (0 
que Ara » 


y tendremos para el contacto de esta recta con la curva propuesta 


: ¿ dz! 
=ax'+b,a= O ? 
de dond O de 
e donde sacaremos b=x/—a* -—» Y L= 3 +70 3 
dx! dx! da. 
dz! : Pa 
vd 2 — _—_— 5 , y t e "IX A Ss 
que da Pe (x—x'), | Eo E 


que es la equacion de la tangente de una curva en el punto cuyas coor= 

denadas son ax”. : Eva EE 

Como la normal ha de ser perpendicular á la tangente , Su equacion 
POrp : 8 A 


e 1 n A dx! > 
convirtiendo a en — — será 2-24== 33 (x—x"). 
a E Y 


Tomemos por exemplo el círculo representado por la equacion 

dz! a i ) 

z/2-40/2=0? , y tendremos == >73 | od 
0 | | ¿el 

la equacion de su tangente será por consiguiente ¿—z =— — (x—a”) 


6 zii 2x0 '+x02, 0 22 +ax 23 24 2=a2, -, 
gue es la misma que hallámos en la aplicacion del Algebra 4 la Geo- 


metría. ; 


fe . 
La equacion de la normal será ¿—x2'= — (%—x”) 
q > 
El E 
que se convierte en EA » 


y da á conocer que las normales del círculo pasan por su centro que es 
aqui el orígen de las coordenadas ; lo que debe ser en efecto pues que 
las normales de un círculo no son otra cosa que sus radios. 

596 Si nos propusiésemos tirar una tangente á una curva por un punteo 


dado tomado fuera de esta curva, y cuya abscisa fuese o y su ordenada 
Tom. 11. Paxrrx 11. 
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6., substituiríamos en la:equacion de la:tangente a, en vez de %, y Cen 


vez dez, y resultaria 623 /= de (a—a ME 


y serviria júnto con“la equacion de la curva propuesta para determinar 

las coordenadas x” y z” del punto de-contacto. * . 

597 Para tirar una recta que toque ú una curva dada , Y que sea al 

mismo tiempo paralela á una recta dada de posicion, ó que forme con 

el exc de las abscisas un ángulo cuya tangente trigonométrica esté re- 
/ 


A 


presentada por a, bastará hacer q =a; combinando esta equacion con 
> 

la de la curya propuesta se, determinarán Jos valores de x* y de 2, que 

corresponden al punto de contacto pedido. 

En el caso en que la curva propuesta fuese la parábola ordinaria , seria 


. o p? 

La pr > t la 2 : 
py! Ps Hans B ¿bn ar al 
VIZpa "y —— = —-, =0 y que daria =— , y v=— =—= —. 


598 En todo lo que precede hemos supuesto que las. coordenadas, 
»,z eran perpendiculares entre sí ; pero todo esto conviene igualmente 
al. caso en: que: forman. un ánguio qualquiera; pues la relacion de M'Q: 
á MO (fig. 189) tendria aun por límite la de PM'á PT, y la expresion. 
de la subtangente no mudaria de forma. Respecto, de MT, MR y 
PR se hallarian sus expresiones por medio de los triángulos MPT, 
MTR y MPR , enylos quales se conoceria siempre 9 un ángulo y dos. 
lados, 9 dos ángulos y un lado. 

599 «Ade buscar las posiciones que toma la tangente de una curva 
propuesta quando el punto de contacto se aleja mas y mas del orígen 


de- las coordenadas, se puede reconocer si esta. curva tiene ». como. La... 


hipérbola, lineas recias por asíntotas, y determinar su posicion. 

¿Quando las asíntotas rectilineas de las lineas. curvas son paralelas 
é' alguno de los exes de las coordenadas, se determinan fácilmente sin 
el auxilio del cálculo diferencial. 

"En efecto, supongamos que la linea BE (fig. 183) paralela al exe AD 
sca una asíntota de la curva AMC; quanto mas crezca la abscisa AP» 
tanto mas la ordenada PM. se-acercará á. su límite PE=AB; de manera 
que quando x fuese infinita seria PM=2=AB; 
por consiguiente si haciendo x infinita en la equacion de le curva AC, 
resulta la ordenada z igual á una cantidadfmita AB, la recta BÉ tirada: 
por el punto B paralelamente 4 AD será una asíntota de dicha curva. 

" Del mismo modo demostraríamos que si suponiendo z infinita en la. 
equacion de una curva ADHd (Big..128) resulta la abscisa x igual 4 una, 
cantidad finita AB, la recta BL paralela al exe de las ordenadas será 
vna asíntota de la curva ADHd; la qual se confundiria con el exe. 
AH (£g. 184) si AB luese =0. 


A A 
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, Exemplo 1.2 Sea MDM' (fig. 125) la conchoide superior y mdm' la: 
conchoide inferior. Haciendo —= x infinita en-suequacion [336], + 


nda 20m do, 038), MO at 1 
A Preilatma?): será ¿2=0, Ó E R=0», 


i 


— 


» z2 ' ' 
de donde inferiremos que el exe de las abscisas HAG es asíntota de 


las dos ramas DM,DM/' de'la conchvide superior, y de las dos ramas 
dim,dm' de la conchoide inferior. lugabiil sol Li ¡Y 


b2x , ba , 
Exemplo 2. Sea 22= = ——- la equacion de la curva CAC 
O : : 
re kh AU OE TT 


Í 


(fig. 183); haciendo x infinita resulta z2=b? y ¿=3b ; 

de donde inferiremos que la curva propuesta tiene por asíntotos ú las rec- 
tas BE,B/E” paralelas d la linea de las abscisas, situadas la una encima 
y la oira debaxo de dicho exe á una distancia ¿AB=AB/=b. Las. miso 
mas rectas BE, B/P” continuadas al otro lado del exe BP”, son igualmente 
asíntotas de las ramas FG, 1'G” de la curva, que caen del lado. de las; 
abscisas negativas.. P , 
23 


Add 


dela cisoide hocemos- 
UA S su 3 


Exemplo 3.2 Si en la equacion 2%= 
Z=00 tendremos 4—xk=0 Ú x=4 ; 

y por consiguiente la paralela BG (Mg 128) al exe de las ordenadas €8, 
asíntota de las dos ramas AH, Ak de la cisoide. : E 

600 Quundo las asnítotas son entiguas d los exes de las coordenadas, 
el cálculo diferencial las desermina con la mayor facilidada, 

En efecto, si lacurva AC (Sig. 185) ticne una asíntota BE 0 iqua al 
exc AD, á medida quelas coordenadas a,z aumentan, los puntos T,F donde 
la tangente MT encuentra á sus exes, se acercan continuamente d sus 
límites respectivos B,%, sin que puedan jamas confundirse Cuit ellos. 
Por consiguiente para conocer si una curva cuya equacion es dada tiene 
alguna asíntota, y en caso que la teuga determinar su pcsicion, se 
determinarán los valores de AT y Al en valores de x ó z por medio 
de la equacion de la curvas y si haciendo * d 2=00 resulten los 1ími- 
tes finitos AB,AE., la recta BE que pase por ellos será una asíntota de 
la curva AC. E ZA, 
; Sien el supuesto de x óz=00, solamente una de las lincas ABÓ AL 
tubiese un límite finito AB $ AE, siendo la otra infinita, la asíntota DE 
sería paralela al exc de las ordenadas d al de las abscisas; pero si am- 
bas lineas fuesen infinitas, la curva AC no tendria asíntota ninguna. 

«Finalmente, si sucediese que los dos límites AB,AE (fig. 186) fuesen 
cero, la asíntota pasaria porel orígen A de las coordenadas; pero como 
en este caso solo se conoce el punto A de su direccion, para fixarla ha- 


e dz 
remos x óz=00en la expresion q que expresa la tangente del ángulo 
dx 


- 
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MTD, y resultará la tangente del dngu FAD que la asíntota fófina 

con el exe de.las abscisas. 2109 
Antes de pasar á resolver ningun caso, dsbenál méánilegtar Quales 

son los valores generales de AT,AI, (fig.185) - 


gd, 
y tendremos que. AT=PT—AP= = —x, 


y para Al los triángulos semejantes TAI, TPM darán 


E ET, : 
_ PUTA - dz 2 ade 
TP dx dx dx 
Z_— — 
dz dz 


Exemplo 1.2 Sea la: curva una bipérbola ordinaria (fig. 185). Supo- 
iia en A el Ea de las coordenadas, y llamando a al primer se- 


12 dz  bUa+x) 
miexe y ñ Al segundo. tendremos z2= Af RarctaS); A 
dx azz 
2dx a2z2 20x+x2 xdz  h?r(ax+x2) 
——— ETA A PQ y pu ng... ES 5 
dz b2(a+x) a+x dx az 
dx 24x+x2 ax a 
por lo que AT=z2—— —x =. A, = ; 
dz ax ax a 
— +I y 
Xx 
oda -  brax+x2),  arr2—b?(ax+a?) 
Al=2=2 — == —— = ——MM¿RTZT 00 
de az az 
2abax+hx2—hb2ax—b2x2 bx b 
= —— =Ht— 
taly 24x%+42 HV 2ax+a? 24 
a, 1, 
Xx 


que haciendo x infinita resultan los límites AB=a y 'AB=xbs +; 
de donde inferiremos que la hipérbola CAC? tiene dos asíntotas BF,BF* 
que parten del centro B, y encuentran al exe de las ordenadas en los 
“puntos E,E”, el uno encima y el otro debaxo del exe de las abscisas, á 
una distancia del punto A=b= al segundo semiexe. 

Si el orígen A de las coordenadas estubiese en el centro (f. 186) seria 


b2x2 dz hlx dz  h2x2 dx ara : 
dx az” dx az” dz lx 
dx atzi—b2x2 al 


Z b2x x 
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dz  atz2bla2 ab! 1-3 
Al=z= UU ==: — =F A 
r 4 y dx 3 az > $ AV x2—az po S U Lis 


y haciendo x infinita, resultará AB=o,Al==50; por consiguiente la 
curva propuesta tiene dos asíntotas que pasan por el orígen:A, la una 
encima y la otra debaxo del exe AD. .. | 


Para determinar sus posiciones respectivas , haremos x infinita en 


2 beix 2 baecioo ob 
de *qsz Ri o E A a 
| ax —y/ x2—a2 ay aras, Y EpOA: 
¿ a | TR 
b 
y resultará la tangente del ángulo FÁD== —; 
a 


tomando pues las lineas GE iguales al segundo semiexe hb, 
las rectas AE, AE serán las asíntotas de: la hipérbola CAC?. 

Exemplo. 2.” Sea. 22=x la equacion propuesta, la qual suponiendo 
positiva, representa las parábolas de-todos lus grados y tenfromos : 


dx dz 1 zdx. ad o Ri a 
— =N2%—1, — —= 3 —NGPTZNX y =— = 9 
dz 7 ES > al Sd +A dx: Do 
: E dt 
dx ( ) dz n qn. 
2 — —X —(N—I IA AKXÁ — Xx A 
dz 79 ] dx n 


y como estas cantidades son infinitas.'en: el supuesto de-sérlo x, infe- 
rimos que las parábolas de: qualquier grado que sean , no tienen asín- 
tota alguna. 101991 

601 Las máximas y mínimas abscisas y ordenadas se determinan por 
el método general de los máxiimos y. mínimos; y así solo advertiremos 
que los puntos tales como G (fig. 167) de una curva donde la ordenada 
es un máximo 6. un mínimo, se llaman los límites de las ordenadas, 6 
de la curva en la direccion, de la ordenada;. y:los puntos talescomo A,B 


pertenecientes al máximo ó mínimo de la absczsa son los límites de las 
abscisas, by 


De los puntos múltiplos de las lineas curvas. 


602 Quando un: punto de una:curva no ofrece ninguna particulari- 
dad, se llama punto sencillo ; y-quando la' ofrece se lama punto síngu- 
lar , como ya diximos [205] con el objeto de dar una idea general de la 
teoría: de las lineas curvas. Quando un punto tiene:la particularidad de 
pertenecer á. muchas ramas de la curva, se llama punto múltiplo; si 
pertenece; 4 dos como M (fig. 188) se Mama punto duplo; si pertenece 
ú tres, se llama triplo como A (fig. 189). y así sucesivamente. De donde 
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se infiere 1.% que toda recta ( exceptuamos las tangentes,, porque un 
punto de contacto equivale á dos intersecciones reunidas) que pasa por 
un punto múltiplo de una linea curva, la encuentra en dicho punto un 
número de veces igual al que expresa el grado de multiplicidad del punto. 
La recta HF encuentra v. g. tres veces ó en tres partes á la curva en el 
unto A, uno correspondiente 4 la rama BC, otro ¿la B'C” y otro á la 
BAB”. 2.2 Al punto múltiplo de una curva corresponde un número de 
tangentes y de subtangentes igual al número que expresa su multiplrci- 
dad; por exemplo la curva GMBC” (fig. 188) tiene en el punto duplo M 
dos tangentes MT,MT” y las dos subtangentes correspondientesPT, PT"; 
la primera perteneciente á una de las ramas y la.otra á la otra. Ao UL, 


a : dR pl : 
consiguiente el límite =P tendrá necesariamente dos valores en el punto 
ES 


duplo M, uno: correspondiente al ángulo MTP que la tangente en el 
punto M de la rama CMB forma con, el exe. de las abscisas ; y el otro 
correspondiente al ángulo MT*P que la tangente MT! forma con el 


Z 
mismo exe. En el punto triplo tendrá a tres valores correspondientes 
E 1401 


á los tres ángulos que las tangentes respectivas de las tres ramas que 
pasan por dicho punto forman con el exé AD,«c. 4.2 Luego en el punto. 


5: RA 7 
duplo , el límite A dado por una equacion de segundo grado: en 


el punto triplo por una equacion de tercero ; y en general representando 
n el grado de la multiplicidad de un punto, la equacion que expresa el 


valor del líimite E relativa á dicho punto será del grado n. 


De donde se sigue que puesto que la equacion 
Abx+BAz+CAx2+DAz Ar EAz2+Gc.=o0 ; 
expresa la relacion entre las diferencias de las coordenadas de una cur- 


Z A 2197 p 4 ; 
va; Y iS el límite de la razon de dichas diferencias ; los ya- 


_Joresdex y de z correspondientes al punto duplo, harán 4=0 y B=o, y 
d. dz2 Z 
el límite E será dado por la equacion E — + D — +C4-Kc,=0. 
dx dx? dx 
d 
Los que corresponden al punto triplo reducirán á cero 4,B,C,D,É, y = 


RO . de gee ra olas 
será da Lo, por a equacion 1 + parada: 21 =0,%c. e 


y recfprócamente , si cierto valor de la abscisa x y el correspondiente. 


dz 
de z, hacen desaparecer 4 y B en cuyo caso será q $ , el punto 
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indicado por:este valor de las coordenadas será múltiplo; 4 saber, duplo 


si solo desaparecen 4 y B:3 triplo si se reducen á cero 4,B,C,D.,E; y: 
en general el grado de la multiplicidad de dicho punto será el mismo, 


EN d 
que el grado de la equacion que expresa el valor del límite Es 


5.2 Una linea curva tiene tantos puntos múltiplos, como valores 


diferentes de x, que con los correspondientes de x reducen el lí-= 


dz 
mite > á 2. Por valores diferentes de x se deben entender 1.9 los ya- 


lores desiguales; 2.0 los valores iguales y de signos diferentes; y 3.2. 
los valores iguales y del misimo signo correspondientes á diferentes: 


ordenadas. ' )] tl 
603 En virtud de esto será fácil conocer si una curva dada tiene pun- 
tos múltiplos, y en caso que los tenga quál es el grado de multiplici- 


dad de cada uno de ellos, y los valores de x y de z que les correspon- - 


den. Para conseguirlo , representando por f.(w,2)=0 la equacion de la 


| dz " 
curva y por Bn +4=o su diferencial, haremos 4=0,B=0; y subs- 
dx 


tituiremos en- la equacion f.(%,x)=0 los valores de x y los correspen-" 


dientes de z que dan estas equariones;. la curva propuesta tendrá un nú- 


mero de puntos múltiplos igual al de los valeres de x-que con los cor-. 


respondientes de z satisfagan á la equacion f.(x%,2)=0. 
Para, conocer el gradu de multiplicidad de uno qualquiera de dichos 


dz dz Á 
puntos, diferenciaremos la equacion B —-— +4=06 — == —=2 
dx dx B 


“- 


considerando — como constante, y substituiremos en la equacion que - 


AN rn e 
resulte el valor de x y de 2; si alguno de los coeficientes C,D,E no 
desaparece , el punta será duplo ; pero si todos tres se reducen á cero, 


el límite q será dado por una equacion de un grado superior al segundo, 


Y por consiguiente el punto de que se trata será mas que duplo. En 
este caso, volveremos á diferenciar Ja equacion , y si los valores no sa- 
reia! esta equacion el punto:será triplo, si satisfacen será mas que 
tiplo. 


dz 

ñ . * . e 

En general, la equacion B "2 +40 se debe diferenciar sucesiva- 
x 


12 DE 

Mente , cónsiderando constante el límite de hasta encontrar una que no 
IA ] xy 

Se desvanezca enteramente , substituyendo en ella el valor de x y el 
Corresponeiente dez 3 y*el- grado de multiplicidad del punto será igual 
al grado de dicha equacion. * 


a 


a” A 
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_Seaa(z—b)2rx(x—a)2=0 la equacion de la curva propuesta [fig.1 88] 
y tendremos 20(2—b)d2—(9—a)dx—2x(x—a)dx=0 (1), 
que igualando con cero los coeficientes de dz y de 
se tendrá 24(2—b)=0 que da ¿=b, fat 
: x-A=0 Y LES 
—(%—a)2—2%(x—a)=0 que da | | ó a 
37 x—A+ 2X=0 3 
y como de estos valores solo los w=a.z=b satisfacen la condicion ci- 


frada/en la equacion de la curva, que es el reducirla á cero, inferimos 
que esta curva solo tiene-ua punto múltiplo que es quando a=a«—b. 


Diferenciando la equacion, considerando constante 4 dz y á d», será 
adz2—o(1x—a) dx —2x dx?—2(u—a)dx2=0, 
y como substituyendo en ella en vez de z y x:sus valores queda 
' 24d —240dx1=0 , l 
que no se reduce 3 cero, resulta que el punto es duplo. Ahora nos falta 
determinar la posicion de las tangentes, para lo qual despejaremos => 


a =-=1 dedonde — =+1; 
y será E st FE 5 
x 2 . 


que indica que las tangentes forman con el exe de las abscisas un án- 
gulo cuya tangente trigonométrica es igual al radio, ó lo que es lo 
mismo, el ángulo será de 45 6 hr; y si quisiéramos tirarlas lo exe- 
cutaríamos baxándo la ordenada MP, y tomando PT y PT" iguales con 
MP, se tirarán las MT,MT” que serán las tangentes. 

Exemplo 2. Sea la equacion de la curva propuesta x4—azx?+-ba3=0 ;, 


dz : 
diferenciando tendremos (3b22—ax2) 7 +4x3—20XZ=05 
É x * ' 


y resultarán las tres equaciones 
4x3—24xz=0, 3b?—ax?=o, x4—azx?2+bz3=0. 
, az ¿ 
La primera da 2=0 y 1=3 — , cuyos valores substituidos eA 
2 


á az 
la segunda la trasíorman respectivamente en 2=0,3bx*— A =0;. 
y_como los valores x=0,2=0 satisfacen á la 3.*, podemos afirmar que la 
t £ . * . 
curva tiene un punto múltiplo A (£.189), correspondiente á x=0,2=0s 
. os , ' ds az a2 
esto es, en el orígen. La equacion 3bk?——- =0 da ¿=0,%= Má, 
2 
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as 
9 

12b 

no satisface ú la equacion de la curva propuesta, inferiremos que. esta 


no tiene mas de un punto múltiplo, y es el de orígen. Para conocer el 
grado de multiplicidad, diferenciaremos la equacion E 


pero como el segundo de estos valores junto con el de W= 


dz dz . ; 
(3b32—aa2) Eo 4x3—2axz=o considerando ú PERA constante, y re- 
xi | x 


ltará 1 ene EE e jay É 
sultará la equacion 6bz — —440x — +12x2—240%=0 
Los dx2 das ts 
que se desvanece en el supuesto de x=0,2=0; luego tendremos qué 
da : sd, BR dz 
volverla á diferenciar y resultará 6b: —.—6a — + 24x=0, 
de dx 
e dz 
cuya equacion á causa de x=0 se reduce 46h — — 64 —=0, 
dx3 da" 


y por consiguiente el punto A será triplo. 


Ahora, si quisiéramos tirarle las tangentes, hallaríamos los valores 


- de a dz ¿a 
de de.esta equacion, y tendríamos en primer lugar rro Os lo que 
% A 


dice que la una de las tangentes no forma ningun ángulo con el exe de 
las abscisas; y comoel punto no dista nada de dicho exe resulta que el 


mismo exe es tangente de una de las ramas. 
de : 
Despues de dividida la equacion por pa se queda reducida 4 
, y Xx 


dx2  6a a 


z2 
6b ica 6a=o lo que e A 


Xx 
de E a 
Y da =t Y == / met 


luego no habria mas que construir esta media proporcional y colocarla 
á la distancia + del orígen, y por su extremo y dicho orígen tirar una 


: dz E 
linea que seria la tangente. Quando los valores de q ne suministra la 
xy 


última equacion son imaginarios, entonces todas las ramas que convie- 
nen al punto múltiplo sereducen á un punto que es tambien invisible, 
y se llama entonces conjugado. : 


» 


Z Tome II. Parte IL, 
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Dc. los puntos de inflexion y de retroceso. 


bh dz 
604 Quando el coeficiente diferencial Fis expresa la tangente tri- 


gonométrica del ángulo MTP (fig. 174), es nulo, se sigue que la recta 
que toca á la curva en el punto M (fig. 190,1 91) es paralela al exe de 
las abscisas; y:si-muda de signo despues de este punto, la tangente se 
inclina entonces al lado'de la ordenada opuesta á aquel 4 que se incli- 
naba antes; y por lo mismo la ordenada, despues de haber llegado á 
un cierto valor, debe disminuir (Eg. 190), 6 bien despues de haber dis- 
minuido haste cierto punto, debe volver ú crecer cg. 191). 


La primera circunstancia conviene 4 un valor máximo de la orde» 
nada, y la segunda 4 un ménimo. Luego tanto quando hay máximo 


como quando hay mínimo se debe verificar que => =0., como hemos 


hecho ver [$ 565] antes por consideraciones analíticas. 
dz 

Más alli diximos que no siempre que se verificase que qe o, ha- 

* d Ñ . % E y 


bria máximo ó. mínimo, que es lo que vamos á hacer ver por consi- 
deraciones geométricas. En efecto, aunque la tangente en' el punto M 
(4. 192) sea paralela al exe de las abscisas,. no por esto en este punto 
es la ordenada un máximo, porque mas alla de él continúa creciendo 5 
pero en este - caso debemos notar que la concavidad de la curva, al prin- 
cipio vuelta hácia el exe de las abscisas 6. colocada por la parte interior 
desu tangente, se halla vuelta despues hácia el lado opuesto. Por esta 
causa se ha dado al punto M, en que la coneavidad de una curva. se 
muda en convexidad, el nombre de punto de ¿nflexion. 

De donde se deduce que para conocer este puuto basta determinar 
la posicion de la curva con relacion.4 su tangente, anles y despues de 
dicho punto. 

La equacion de la tangente siendo. en general [$ 595]... 

, dz! ' ; á Ñ 
¡2 => (1—a'),. 
dx! 
/ / 


: NE 2) 
se tendrá haciendo. x=x'+k, a k óz=x'+ => 
% x 


para la expresion de P'N? (fig. 193).que-es la- ordenada de la tangente” 
correspondiente al punto P”, cuya abscisa es a'+k5 más, ppes que z, e 
úna funcion: de a”, se tendrá para PM” esta.serie [$ 5351)... 

o: NT O K3>, 8 
ZE A + AA + OIC, (0), 
der dx2" 1x2 dai, 1X2X3, (a) 
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de donde se concluirá. ; : 
aro ke diz. k3 
a E 
dx'2 1X2 dx'3..:4X2X3 


tomando ahora sobre el exe de las abscisas un punto *P que anteceda 


á.P, y cuya abscisa sea x“—k se hallaria igualmente A 
dal . ka 0 Ud3z k3 PS 

A _— + C, g . 

da'2 ' 1X2 Ss 


PM-PN'= 


+ érc. (0); 


'P"MP'N= 


dx'3  1X2X3 


: d2z' 
y si se verificase «que 30 =0, las dos diferencias se -convertirian en 


1 1 A 

Par tio o Pym pn= $, E 
dal3 1x2X3 : dx/3 1X2%3 

que serán de signos contrarios en las inmediaciones del punto M., por 
quanto podemos hacer 4 k bastante pequeña [$ 481] paraque el primer 
término sea mayor que la suma de todos Jos que le siguen; luego en este 
casu la curva propuesta, despues de haber estado debaxo de la tangente 
pasará por la parte superior y UzCe-=versu. 


Luego en el punto Mfig. 192) habrá inflexion y no máxtmo Ó mó. 
27! des? 


+ ác. 


pS , 4% o. 
mimo, si da cero al mismo tiempo que qa? y en general si el pri- 
Xx x 


mero de los coeficientes diferenciales que no desaparece es de un órden 
ímpar;z lo que es la signiticacion geométrica de los caractéres analíticos 
indicados [$ 565]. : p 
605 Tambien puede haber inflexion en puntos en que la tangenteno 
sea paralela al exe de las abseisas, y donde 10 se tenga por consiguiente 
dz! 
qe > =0. En este último caso se reconose tambien si hay inflexion, 
x y 
, ¿3 d2% | ' 
observando que el signo del herir , es el que determina en 
, ¡12 ' 


genzral como se halla la concavidud de la curva colocada respecto del 
daz 

exe de las abscisas. En efecto, si Erin positivo , la expresion (€) 

: x 


manifiesta que la tangente está comprendida entre la curva y el exe de 
las abscisas en las inmediaciones del punto M, luego es convexá respecto 
de dicho exe; y si es negativo, la expresion (y) manifiesta que la curva 
estará entre la tangente y el exe de las abscisas; porlo qural será cóncava 
respecto de dicho exe en las inmediaciones de dicho punto. De donde se 


deduce que paraque haya inflexion es necesario que en las inmedia- 
7 E 


; | de, ; mas 
ciones del punto M, tenga 7 diferente signo hácia la izquierda que 
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el que tiene hácia la derecha. Pero una cantidad variable no puede mu- 

dar de signo, E menos que no tenga un valor intermedio que sea [1. 330], 
d2z' 

cero d infinito , luego paraque haya inflexion es necesario que dar 

he 
dez. 
sea cero Ó infinito ; pero no siempre que >; Aza sea =0 $00 se verificará 
que la haya, sino se verifica que los valores que se deduzcan para las 
2>1 
7) Antes y des- 


coordenadas sean tales que hagan variar de ge 


pues de dicho. punto. 
Luego para averiguar sí una curva tiene punto de inflexion se hallará 


27 

el valor de PoR este se hará igual con cero d infinito ; los valores que 

Xx 

suministre esta equacion para la abse 1 15a se deberán substituir aumen- 
dez 

tados y disminuidos de una cantidad qualquiera en caia! si de estas 
x2 

substituciones resultan signos diferentes, hay inflexion en el punto cor- 

respondiente á. aquella abscisa. 

Para hacer aplicacion de esta regla , nos propondremos averiguar si la 

curva AIC (fig. 194) cuya equacion es es =ax3—x4 tiene algun punto 
Zz d?z 

de ¡nflexion. Y diferenciando será — 3002433, ——=64%—1 242, 

dx dx? 


e a 
cuyo valor igualado con cero da para x estos dos valores pa op. 
2 


Para ver si corresponden ¿ 4 puntos de inflexion , substituiremos ol 
en vez de x en la expresion 6ax—12x?, 


y se nos convertirá en. 1 51k—12k?; 

que siendo k bastante pequeña paraque e l primer término sea mayor que 
el «segundo, manifiesta que será positiva esta cantidad quando k, y ne- 
gativa quando ella; por lo qual se deduce que quando x=0, que es en 


el orígen , hay infl »xion. 


s a 
Substituyendo — Ek en vez de x, la expresion 6ax—124* 
2 


se nos convertirá en q.122k—12k2, 
que en el supuesto de ser k bastante pequeña , tendrá el signo que le 


. PA ; - a 
demos4 k, y por lo mismo habrá tambien inflexion quando x=—. 
2 


695 Quanlo dos arcos RA,RC (fi g. 195,196) de una linea curva que 


se tocan en el puato R, y tienen por consiguiente una tangente comun. 


dis" ——> — ato RE 
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RB, terminan en el punto de contacto R , se llama este punto, punto 

de retroceso; y puede ser de dos especies : quando los arcos RMA, 

RC (fig. 195) se vuelven sus convexidades , se llama de la primera es- 

pecie; y quando las concavidades estan respecto de un mismo lado como 
(fig. 196) se llama de segunda especie. 

De aqui se deduce r.? que el punto de retroceso es un punto duplo, 


a E 
y por consiguiente el límite E será dado por una equacion de segundo 
de 


grado; pero como el ángulo RBD que la tangente en el punto R forma 
con el exe de las abscisas, es comun á las dos ramas RM,RC, las dos 
raices de dicha equacion serán iguales. : 

2." Y recíprocamente, si las dos raices de la equacion que da el valor 


dz ¡Su 
del límite Er perteneciente ¿un punto R, son iguales, y ademas las dos 
Xx 


ramas se terminan en dicho punto R, será este un punto de retroceso. 


Para distinguir si este punto es de la primera ó segunda especie, se 
: dez. 
determinará el valor de JO los dos. valores de esta expresion en 


las inmediaciones del punto R, fuesen de signo contrario, el, retroceso 
será de la primera especie; pero si ambos fuesen de un mismo signo, el 
punto de retroceso R- pertenecerá á la segunda especie. E 
Exemplo 1.2 Sea la curva CAC? (fig.:197) la segunda parábola cúbica, 
cuya equacion, suponiendo el pardimetro igual con 1 y trastornando los 


dz dz 
exes, es 22=x3, y tendremos 2% SS 2 TR O 2 e: ALO y 


que da 3x2=0, y 22=0, de donde a===t0, y 2=0; 
y como estos valores de x y de z.satisiacen á la equacion 22=x3, infe- 
rimos que hay punto múltiplo; para averiguar el grado de multiplici- 
' , za. ¿ 
dad , volveremos á diferenciar y será 2 ya —6x=0, 
: pe 


que como no se desvanece, suponiendo. x y z.iguales' con cero, resulta 


z 


que el punto es duplo; pero suponiendo x=o resultan para + dos valo- 
Y 


res iguales tambien, con.cero, luego el punto este es de retroceso. 
Como la equacion de la curva da ¿=1V/x3, . 
indica que el retroceso es de la primera especie; y lo mismo indica la 


A d2z bend dz ah 
expresion e ——=, pues siendo — == JA 3 
; dx2 p dx 


dz Ena 
- resulta yb La eS S 5 


qa? 
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d2z 
2 ») 


y por consiguiente á causa del signo diferente de los valores de 


el punto de retroceso A será de la primera especie. 


De la curvatura de las lineas en sus diferentes puntos, del radio de 


curvatura y de las evolutas. 


607 Hemos dicho [I. 340] que de dos ó mas curvas que insisten so- 
hre una misma recta, es mas curva aquella que mas se separa de la 


recta; de donde se deduce que en general para formar idea de la cur-.. 
vatura de una curva en diferentes parages d de diferentes curvas, no: 


hay mas que tomar en ambas una parte que tenga una misma cuerda, 
y viendo qual es la que se desvia mas de esta linea recta, hallaremos 
que esta será la mas curva. Pero como no siempre los arcos de una 


misma:ó de diferentes curvas que tubiesen una misma cuerda, hecha 
la superposicion de las cuerdas, quedaria el un arco dentro del ctro”, 


sino que las mas veces estos arcos se cortarian como los ACB,ADE(f.198); 


y en este caso seria muy dificnltoso averiguar qual era el mas curvos. 


, 


y en caso de serlo quánto era: vamos á considerar baxo otro aspecto la 


curvatura. 

608 En vez de comparar las curvas con sus cuerdas, las compara- 
remos con sus tangentes, y aquella que mas se separe de la tangente será 
la mas curva; y así, si tenemos por exemplo las dos curvas AG,ag(f.199), 
y concebimos eu sus extremos A,a las tangentes AB,ab, la que mas se 
separe de su tangente en las inmediaciones del punto de contacto, será 
la mas curva. Considerada la curvatura baxo este aspecto, se puede 
distinguir mejor qual es la curva que la tiene mayor; porque si conce- 
bimos superpuesto el ángulo mixtilineo BAG sobre el bag, de manera 


que la linea AB caiga sobre la ab, y el punto A se confunda conel a, : 


entonce3 si la AG por exemplo cae en aG”, será la mas curva por sepa-= 
rarse mas de la tangente. Pero aunque esto se presente á los sentidos, 
no se puede averiguar la relacion que tienen entre sí estas curvaturas, 
ni tenemos, por otra parte, la expresion absoluta de la curvatura de un 
arco de curya; con el fin de averiguar uno y otro , recurriremos al mé- 
todo con que concebimos originadas las lineas, ; 

609 Para esto recordaremos que despues de adquirida la idea del 
punto matemático por una serie de abstracciones hechas, principiando 
desde el cuerpo físico que percibimos con nuestros sentidos , podemos 
considerar la linea como originada del movimiento de un punto; la 
superficie del movimiento de una linea; y el volúmen d el cuerpo geo- 
métrico del movimiento de una superficie. Y así, si consideramos que el 
punto Á (fig. 200) se mueve siempre en una misma direccion hácia otro 


punto tal como B, la linea AB que describa en su movimiento será recta 5 * 


a A A Sc 
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pero si el punto A principia á moverse desde Á en la direcion Aa (f, 201) 
y al llegar 4 B varía de direccion y toma la B/, y en llegando á C toma 
otra direccion tal como Cc y así sucesivamente, el puato A trazará un 


polígono ABCDE étxc. 


610 Si queremos averiguar ahora quanto se separa de la direccion 
primitiva Aa, la direccion de uno qualquiera de los lados de este po- 


- lígono, no tenemos mas que prolongar dicho lado hasta que encuentre á la 


Aa, y el desvio estará representado por el ángulo externo que formen - 
estas dos direcciones. En efecto, quando el punto Á corria por la Au, 
entonces se hallaba en la direccion primitiva; y al llegar al punto B 
tomó la direccion BC que se separa de la primitiva el valor del án- 
gulo aBC; al llegar 4 UC tomó la direccion CD que se separa de la an- 
terior el valor del 4ugulo ¿CD 6 su igual eCB, y de la primitiva Aa 
el valor de la suma de los dos ángulos aBC,c'UB; y como la suma de 
estos dos ángulos del triángulo BCe” está representada por el ángulo 
externo ac'C, resulta que el desvio de la direccion del punto quando 
andaba la UD está representado por el ángulo ac'C ; al llegar á D tomg 
la direccion Dd que se separa de la anterior el valor del ángulo cDd 6 
su igual d'De”; y como esta se desviaba de la primitiva el valor del án- 
gulo ac'C, tendremos que al andar por DI, el desvio estará represen- 
tado por la suma de estos dos ángulos ac'C,d'De” 6 por el ad'D que la 
expresa ; y como lo mismo demostraríamos de la direccion de otro lado 
qualquiera , se sigue que para formarse idea del desvio que ha pade- 
cido el punto de la direccion primitiva, hasta llegar á un lado qual- 
quiera, basta prolongar dicho lado hasta que encuentre á la direccion 
con quese quiere comparar, y el ángulo externo que formen estas direc- 
ciones será el que represente dicho desvio. 9 


611 Si pasamos ahora á los límites , esto es, si consideramos que el 
punto Á varía á.cada instante de direccion , entonces en vez de trazar un 
polígono ABCDE trazará una curva AFH (fig. 202), en la que estará 
representada la:direccion que seguia dicho punto en un parage qualquiera 
F por la tangente FF, cuya direccion se separa de la primitiva Aa el 
valor del ángalo af'F ; 'pero siendo:este desvio el que constituye la cur- 
vatura, se sigue que para formar idea de la curvatura de un arco qual- 
quiera de una curva, no hay mas que tirar dos tangentes á sus extre- 
mos , y el ángulo externo que formen estas tangentes expresará la cur- 
vatura que tiene dicho arco. Y como sabemos averiguar la relacion que 
tienen entre sí dos ángulos qualesquiera , se sigue que fixando de este 
modo la idea de la curvatura, podemos comparar entre sí las que tienen 
en general dos curvas qualesquiera Ó dos arcos de una misma curva. 

Lo mismo da contar la curvatura respecto de la tangente Aa que de 
la FK; porque contándol sto de esta, queda expresada porel án- 
gulo Kf'A que es igual con af F por opuesto al vértice, 


Y 
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612 Para fixar bien la expresion de la curvatura entre dos curvas Ó rá= 
mas de una misma , es necesario determinar aun mas esta significacion ; 
pues aunque supongamos iguales los ángulos BCM,B'C'M” (fig. 203), 
como el segundo es producido por el desvio que ha padecido el punto al 
originar el arco A“M'” que es mayor que el arco AM, se sigue que la va- 
riacion de direccion desde un punto á otro , será menor que en el arco 


AM; luego para comparar entre sé dos curvaturas , necesitamos añadir. 


que han de ser los ángulos externos que forman las tangentes tiradas á 
los extremos de arcos iguales de la curva ; así es, que si suponemos to- 
mada en el arco AM una parte A'm igual con AM, y se concibe ti- 
rada la tangente cm1p, tendremos entonces que la curvatura del arco A'm 
estará representada por el ángulo B”cp, menor que B'C'M” 6 su igual 
BOM; pero el tomar arcos iguales no es tan fácil como tomar las cuer- 
das; y así, en vez de los arcos podremos substituir las cuerdas, y dire- 
mos que para comparar las curvaturas de dos curvas, se tomarán ar- 
cos que correspondan ú cuerdas Iguales ¿dá una misña cuerda , se con- 
cebirán tiradas las tangentes á sus extremos, y los ángulos externos 
formados por estas tangentes serán los que se deben comparar. 


613 Quando una curva es cóncava ó convexd siempre hácia una misma 
linea, entonces se dice que su curvatura es contínua ; pero quando no 
lo es, se dice que es descontinua como sucede en los puntos de inflexion. 
Ademas, quando una curva en toda su longitud ¿arcos ó cuerdas igua- 
les convienen ángulos de curvaturas iguales, ó ángulos de curvaturas 
iguales corresponden á arcos ó cuerdas iguales, entonces se dice que la 
curva tiene su curvatura uniforme ó igual en todos sus puntos; y quando 
no se verifica esta circunstancia se dice que varía la curvatura de la 
curva en sus diferentes puntos. Como la curva mas sencilla que conoce- 
mos es la circunferencia de círculo, principiaremios por ella nuestras 
investigaciones , demostrando que la circunferencia de círculo es una 
curva de curvatura uniforme. 

En efecto , sea el círculo ABbha (fig. 204); si en qualquier parage to- 
mamos dos arcos AB,ab iguales, estos tendrán cuerdas iguales; y si to- 
mísemos las cuerdas iguales , estas subtenderian arcos iguales ; luego 
aqui podemos considerar la curvatura baxo qualquier aspecto , pues el 
uno se deduce del otro; y así partiremos de que los arcos son iguales, y 
vamos á demostrar que sí par sus extremos se tiran las tengentes BG, 
AC,bc,ac los ángulos BCP,bcp que miden las curvaturas de estos arcos 
son iguales ; porque el ángulo BCP, que esigual con el CAB mas el CBA, 
tiene por medida el arco AB [1 453]. el bcp ticne por medida el arco ab; 
y como AB=ab por el A se tendrá PCB=bcp ; luego las curva- 
turas de dichos arcos son iguales; Juego la circunferencia de círculo es 
una eurva de curvatura uniforme. 

614 Tambien se verifica la A. que toda curva de 


A A A A A O A a 
, 
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curvatura uniforme.es una circunferencia de círculo, ó que no hay mas 
curva de curvatura uniforme que ella. En efecto, si suponemos que la 
curva ABCDE (fig. 205) sea una curva de curvatura uniforme en todas 
partes, concibiendo que se toman los arcos iguales AB,BC,CD.DE,éc. 
y queen los extremos A,B,C,D,E,éc. esten tiradas las tangentes Am, 
mBp,pCr,rDu, vamos 4 demostrar que si concebimos las perpendicula- 
res á estas tangentes en los puntos de contacto, todas estas perpendicu- 
lares se reunirán en un»mismo punto y serán iguales ; y teniendo la.curva 
ABCDE todos los puntos á igual distancia del punto de concurso, será 


una circunferencia de círculo. 


En efecto, por suponerse la curva de curvatura uniforme. tendremos 
ue el ángulo nmB que expresa la curvatura del arco AB, será igual con 
el ángulo qpC que expresa la del arco BC, pues porel supuesto los arcos 
son iguales; y siendo la curvatura uniforme á arcos iguales deben cor» 
responder ángulos de curvatura iguales; y como los triángulos Bn, 
qpS "son rectángulos en B y en C, resulta que tendrán igual el otro 
ángulo; luego el ángulo mn2 del primero será igual con el ángulo pgú 
del segundo. Ahora, los triángulos AOn,Bog (suponiendo que la normal 
qu encuentre 4 la nB. en otro punto o diferente del O en que se encuen- 
tran las AO,10) son rectángulos. en A y en B, luego el tercer ángulo 
AOn del primero será igual con el tercerángulo Bog del segundo. Con- 
-cíbase superpuesto-el triángulo qBo sobre'el AO de modo que el án- 
gulo B se confunda con el ángulo en Á, en lo que no habrá dificultad 
pues dichos ángulos son iguales; luego el lado Bg habrá caido sobre 
An, y Bo sobre AO; y el otro lado no podrá tener mas de «dos posiclo- 
nes, ó caer:sobre la. 10. ó ser paralelo á ella, pues deutro 'modo.no :po- 
dria verificarse que elángulo q quedase igual con elm, y el o:con el O, 
Pero como las tangentes By, An de los arcos AB,BC se han confundido 
en una sola, 4 saber.en la An, se sigue que como por el supuesto los 
arcos AB,BC tienen una misma curvatura, Ó lo quees lo mismo, se sepa- 
ran igualmente de las tangentes tiradas 4 sus extremós, tambien se 
habrán confundido, esto es, el arco BC habrá caido sobre el AB, pues si 
esto no sucediese, el que estubiera mas aproximado á la tangente seria 
menos curvo, que es contra el supuesto; y como por otra parte son 
iguales, el punto C caerá exáctamente sobre el B; luego la Co tendrá.el 
punto C comun con la nO; luego de las dos posiciones que puede te- 
ner la go con relacion 4 la 20, no pudiendo ser paralela por tener. un 
punto comun, se confundirá con ella en toda su longitud ; luego el punto 
ose habrá confundido con el O, y g con n ; Juego los triángulos qBonAO 
serán totalmente ignales, y por lo mismo AO=bDo, | 
Aunque hemos demostrado que el punto 0, hecha la «superpostcion , 
se Porta con O,.no por esto se deduce que antes de hecha se confundia, 
Para demostrar:esto, supongamos que se dobla la figura por el lado BO, 


y tendremos que como los ángulos ¡BO,gBo son rectos, la Bpg caerá 
A 3 Tomo li, Pante ll, 
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sobre la Bral; y para cumplir con la circunstancia de ser el ángulo O 
igual con o, la posicion que tenga q9 no podrá menos de ser paralela 4 la 
1AO 6 confundirse con ella. Pero la curvatura del arco BC es la misma 
que la del arco AB por el supuesto, y habiéndose confundido sus tan» 
gentes, resulta que los arcos se deberán confundir; luego BG se con- 
fundirá con AB; y como BC es igual con AB, el punto C caerá exácta- 
mente sobre el punto A, luego debiendo tener la ¿Co un punto comun 
con la ZAO, paraque el ángulo en O sea igual con el en o se deberán 
confundir estas lineas en toda su longitud ; luego el punto o caerá sobre 
el O, y BO=Bo0; luego el punto O es comun á las tres lineas AO,BO 
y CO, y como del misino modo determinaríamos que CO=B0O,DO=C0, 
EO=DO, y que el punto O era tambien comun á las lineas DO,LO, 4c, 
se deduce que pudiendo tomar los puntos A,B,C,D,E,ótc. tan próximos 
como. se quiera, la curva ABCDE dc. tiene todos sus puntos 4 igual 
distancia de O; luego será unacircunferencia de eírculo. Esto lo hemos 
demostrado en el supuesto de tener la curva una curvatura uniforme, 
luego todas las curvas de curvatura unifor:mne son círculos; y. pues que 
todas las curvas de curvatura uniforme son círculos, solo la circunfe- 
rencia de cérculo es la que guarda una. curvatura uniforme en todos sus 
puntos. 

615 Comparando ahora las curvaturas de dos círculos qualesquiera, 
demostraremos que guardan exáctamente la relacion inversa de los rar 
dios. En efecto, sean las dos circunferencias abh,ABH(fig. 206)5 vamos 
á demostrar que si suponemos el arco ab igual en, longitud con el AB). 
y se conciben tiradas en sus extremos las tangentes ad,bc,AD,BG, el 
ángulo deb que mide la curvatura del arco.ab.guarda con el DCB que 
expresa, la curvatura del AB», la misma razon que AO' con ao; esto-es, 


que si el radio AO. es duplo. ó triplo del ao, el ángulo deb será tambien 


duplo 6 triplo del ángulo DCB. 

Llamando € al número de grados del'arco ab, y G“al de AB, será. 
[T. 506]ab=0,0174%c.a0xG; AB=0,01748c.AOxG? 5. | 
y pues que el arco ab esigual con. el arco AB, 
se tendrá 0,0174 Gc.aoxG=0,01748c.AOxG” 6 aoxG=A0xG*, 
que da G:G“::A0:ao (1), 
que nos dice que los números de grados de los arcos ab,AB estan en ra». 
zon inversa de los radios ao,A0; pero los quadriláteros aobc, AOBG 
tienen rectos los ángulos en a,b, y A,B; luego en cada uno los otros dos 
ángulos en o y en c, en O y en € tambien valdran juntos dos ángulos 
rectos, ó serán el uno suplemento del otro, y por consiguiente será el. 
ángulo o suplemento del ángulo achb, y el en O suplemento de ACB; 
pero como ach tambien tiene por suplemento á deb, resulta que el 4n- 
gulo en o esigual al deb, y por la misma razon el ángulo eu O=DCBa 
Luego tendremos 


A A RA 


curvat.? circo abh:curvat.? círc.o ABH: :deb:DCB::dob:AOB::G:G 
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1 
porque los ángulos guardan la misma relacion que los números de 
grados contenidos en los arcos que abrazan; y como esta proporcion y 
la (1) tienen comun la razon G:G”, resultará 

curvatura de círculo abh: curvatura de círculo ABH::A0O:ao, 
que expresa que en dos diferentes círculos las curvaturas guardan la 
razon inversa de los radios - 

616 Por no haber mas curva de curvatura uniforme que la circun= 
ferencia de círculo, resulta que si concebimos dividido el arco AGF 
(fig. 202) en dos partes iguales en G, y suponemos tirada la tangente 
PGQ, el ángulo en P que mide la curvatura del arco AG, no será igual 
con el ángulo Q que mide la del GF"; luego el desvio de la direccion 
primitiva que padecia el punto al trazar el arco GF no era el mismo 
que padecia al trazar el arco AG; si concebimos ahora divididos en dos 
partes iguales los arcos AG,GF, tendremos que en ninguno de ellos será 
el mismo el desvio, y continuando del mismo modo interirenos que en 
cada punto del arco AGE varía dicho desvio; y como este desvio es lo 
que se llama curvatura, resulta que cada punto de una rama de curva 
tiene diversa curvatura. 

Hasta ahora solo hemos tratado de fixar la expresion de la curvatura 
de un arco; para fixar la de un punto se debe indagar qué curva de las 
conocidas puede pasar por aquel punto, de modo que vinguna otra de 
su especie pueda pasar entre ellas, y entonces se dice que la curvatura 
de la curva propuesta es la misma que la de aquella con que la hemos 
comparado; esto quiere decir que para medir la curvatura de las cur- 
vas en cada uno de sus puntos, se elige la de otra curva conocida; y 
como solo la circunferencia de círculo es ja que tiene una curvatura 
uniforme, se sigue que esta es la que debe servir de unidad de medida. 
Ademas, como la curvatura de los círculos está en razon inversa de los 
radios, tenemos que disminuyendo ó aumentando convenientemente el 
radio de un círculo podremos hacer que su curvatura sea tan grande ó tan 
pequeña como la de otra curva qualquiera; pues aunque hay en las cur- 
vas puntos donde la curvatura es cero, y puntes donde cs infinita, y por 
consiguiente menor ó mayor que la de qualquier círculo dado, no obs- 
tante en el primer caso se dice que el radio de dicho círculo es infinito, 
y en el segundo que es cero. El círculo que se elige para esto es aquel 
que pasa por el punto propuesto de la curva, de modo que ningun otro 
círeulo pueda pasar entre él y la curva en las inmediaciones del punto 
propuesto; á este círculo se le llama círculo osculador $ círculo de cur= 
vatura, y 4 su radio, radio osculador ó de eurvatura. 

617 Bor consiguiente solo falta determinar quál es la magnitud del 
radio de este círculo que mide la curvatura; para lo qual ante todas 


cosas manifestaremos que 


Si por el punto D (fig. 207) de una curva gualquiera MN se traza 
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un círculo PQ, cuyo centro R no esté en la normal DO de la curva cor- 
vespondiente á aquel punto, este círculo cortará tambien á la tangente de 
dicha curva , y á todos los círculos cuyos centros esten en dicha normal. 
Para demostrarlo observaremos que no estando por el supuesto el cen- 
tro R en la normal DO, podremos tirar la RD al punto D, la qual no 
será perpendicular á la tangente AT de la MN , pues entonces siéndolo 
la DO se tendrian dos perpendiculares á una recta en un mismo punto; 
luego si por el punto D concebimos una linea SX perpendicular á DR, 
esta será tangente del círculo PQ. Ahora, por ser recto el ángulo RDX 
resulta que ODX que es parte suya será agudo ; y por lo mismo la DX 
caerá dentro del ángulo ODT que es recto; y como la DT es tangente 
de la DN y de:todos los círculos como ran trazados con centros tomados 
en la normal DO, y entre la tangente y la curva á que lo es, no puede 
pasar ninguna otra recta, se sigue que la DX será secante de la DN y 
de todos estos círculos. Luego. en la inmediacion del punto D-la se- 
cante estará dentro de dicha curva y de todos los círculos ; pero el arco, 
DQ está comprendido por la DX, luego con mas razon dicho. arco en la 
inmediacion del punto D estará comprendido por todos los, demas cír- 
culos y por la curva. Del mismo modo probaríamos que siendo la DS. 
tangente del arco DP-de círculo, y. no. pudiendo pasar entre la tangente 
y el arco. ninguna recta, la AT debia ser secante de PDQ, y. por consi- 
guiente estar comprendida por PD en la inmediacion del punto D; y 


como esta linea abraza. á la MD y á todos los arcos de círculo como Dm . 


trazados por D. con centros tomados en la DO, resulta que por este 
lado el arco PD está fuera de la tangente AT de la curva. MD y de to- 
dos los círculos.trazados desde la DO.. 

- 618. De aqui se infiere que ningun círculo. cuyo: centro no esté en. la, 
DO puede pasarentre la curva MDN y los que tengan su centro en dicha 
linea. Porque el arco DO estará comprendido por la tangente AX, la 
qual está dentro de todos estos círculos, y por lo mismo se separará mas 
de la curva que: ninguno de ellos; y el arco PD estará fuera de la tan- 


gente AT, la qual contiene dentro á la curva MD y á todos los demas 


círculos; y por lo. mismo el centro del círculo osculador se ha. de hallar 


en la normal de la vurva que corresponda al pynto de que se trata. De 


donde. se deduce que como, el radio es normal del círculo, tanto este 
círculo como la curva tendrán una misma tangente, y por lo.mismo el 
punto donde el círculo osculador-encuentre á la curva será un punto de 
contacto; luego si suponemos referido el círculo á los mismos exes que 
la curva, y llamamos x,x á las coordenadas de. esta, y tu. á las del cír- 


o, se tendr > P que ba a tangente del ángulo 


u 
que la tangente de la curva forma con el exe de las «bscisas, y per el que 
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“ forma la tangente del círculo con el mismo exe , y la tangente es comun 
para la curva y el círculo. y | 990! É 
619 Ahora nos falta ver quál de los círculos cuyo centro se halle en 
esta normal, es el que se aproxima tanto á la curva que ningun otro, 
círculo pueda pasar entre él y la curva; por lo que demostraremos que 
este es el circulo que ademas de cumplir con las condiciones anteriores, 


4 . 2 d23 du , csssisis E 
satisface á la eguacion, TIOS Paraesto, observaremos que siz=f.x 
Xx 


es la equacion de la curva, y 4=f.f la del círculo, tendremos por el 
teorema de Taylor 
, dz diz R2  d3z  Rk3 
Zz =f (a«+k)=x= PS E E A A 
ió dx dal. 2. dx3. 2x3 
du d2u  k2>.d3u k3. 
y =f.(H4k)=00 + —XK+- XxX — + —Xx — GC. 
| dt día 2. did. 2%3 
y observando que teniendo. las curvas un. mismo orígen, deben ser en el 
punto de contacto que es comun á la curva y al círculo unas mismas 
las coordenadas , que por tener comun el orígen se tendrá a=1,2==u4 
» 4 Y o] ) 


dz du A 
ademas de la condicion de q por lo que si restamos las se- 


ries anteriores, se tendrá. 
IRE k2/d2z. diu k3: yd3z: dius 
O a SS 
2 Mx2  dí2 2x3Ndx3 di34 
que expresa la diferencia entre la ordenada del círculo: y de la curva á 
una distancia de la ordenada comun expresada por k; y todo círculo en 


d2z du : 7 7 
que q — dará para z'“—u/ un valor mayor que-el del supuesto 


x2  dí2 
dz d?u - hs : 
e — =-- que hace desaparecér su primer término; luego. no po-- 
dx2 di2 | E 
E d2z du 
drá pasar entre-este y la curva; si fuese —< —, como podríamos 
dx2  dt2 


dar 4 k un valor bastante: pequeño, paraque- el primer término: de, 
z/—u' fuese mayor que la suma de todos los demas , resulta que el signo 
de x"—uw' dependerá del de este primer término; luego deberá ser nega- 
tivo, y por lo mismo el círculo abrazará á la. curva, ya se suponga ák 


positiva ya se suponga negativa, porque el quadrado k* AS será 
Ñ 22 d%u 

positivo; pero el círculo en que se verifique la condicion de — = —» 
diz  dí2 
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, -k3 ¿diz  d3u 
que reduce la expresion de -—4'4—( ——— )+ Exc. 
2x3xdx3  dt3 
por el parage en que k sea positiva estará comprendida por la curva; 
y por el parage en que sea negativa comprenderá á la curva, pero 


AE - .d2z du 
estará él mismo comprendido por el círculo en que O a? 
| x2 4 


pues que este debe distar mas de la curva respecto de aquel, todo el va- 


* lor que resulte para el término —(— — >) 
2 Vdx?2 . dí? 

, ; dz du 

Juego en-ambos casos se verifica que el círculo en.que TES 


es el que mas se aproxima á la curva en las inmediaciones del punto 
en que se encuentran ; lnego este círculo es el círculo osculador. 


620 Ahora, si llamamos a, las coordenadas AK,KO del centro de un 
círculo mMG (fig. 208), yá su radio MO=m0, y t,u á sus coordena- 
das Ap,pm, tendrá por equacion («—t)2+(6+-u)=y*(A). 

Luego si queremos determinar el círculo osculador de una curva en 


un punto qualquiera no tendremos mas que determinar las tres cons= 
tantes 0.5, y de manera que satisfagan á las condiciones de 


por lo que si diferenciamos la equacion (A) se tendrá 
—2(0—1t)dt+2(6+u) duo, 


du at dz dz 
que da A A de donde (u—+t)=(6-Fu) a (B); 
volviendo á diferenciar, se tendrá suprimiendo el 2 que es comun 
' du? 
du Bs dez 


d+ du. +(6+u)d%u=0 , que da 7 OB ajos PE 


du2 dz2 
1+ — + — 
di2 dx2 du dz 
de donde C+u=-— TE == pr (C), Lporque p>: = <) 


di? dae 
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dz2 0 da? 
0 UA 
que da (=—u—— ERA (D), 
dx2 dx? 
la equacion (B) da 
dz2 dz2x dz 
' E i —— Jo 
(e dz ; : a dz (+ dx24 da 
== — EA == KKÑÁ AA rr . 
pit (Pat) dx d2z dx d2z (E); 
dx2 dx2 


substituyendo en la equacion (A) el valor de «—+z, equacion (B), 


¿ dz2 dz2 
pe tendrá. (6-+-14)? 7 +(6-+-u)2=92 , Ó (Eu) +=; 


; dz2, 3 
| dea ( le 
de donde y=(6--u) (1+==) Yon (E),. 
dan 
equacion que expresa. el valor del' radio osculador de una curva qual- 


uiera. 
2 621 Las cántidades o,6 son: las coordenadas del centro del círculo 
osculador correspondiente al punto dado de la curva, cuyas coordena- 
das son x,2; luego si' por medio de las equaciones (D),(E) y la de la 
curva, eliminamos las coordenadas: x,x, tendremos una equacion en a,£ 
y constantes; esta equacion es la. de una curva, á que se llama evo- 
luta, cuyas coordenadas son a.É, y que es por consiguiente el lugar, 
geométrico de los centros de los círculos osculadores de la: curva pro- 


puesta. 
622 Propongámonos aplicar esta teoría 4 la parábola, cuya equacion 


-€es 22=px, y tendremos diferenciando 22dz=pdx , 


da > d2z dz 2 
Ae donde ph ao 


z —,  _ _ u— - - > zm a A A —— 
de — az dx 2zte dx 222 22 423 ? 
euyos valores substituidos en las equaciones (F),(E),(D), 
3: 
p? bA (422+-p2) > 
+ — 3 
422 4423 (4x24p0)* ' 
dan y=- p? e CATS 2p? a 
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ph rs ES 
422 42? Pp 424-p” 
A=ZA— E Bl =x+ pa X —- =+ (6), 
2% 2% 
E 423 423 
2 
ai" 2 +p2 3 2 2) 
o + 1432 EST RAE 
A A 
433 


Para hallar el punto de la evpluta ¡correspondiente al orígen ,:hare- 

mos x=o0, lo que da porla equacion de la curva ¿=0, y por lo mismo 

q . qa ¡a dai ii de 7) ME is A 

las equaciones dearriba'se vonvertirán en y=-=, 4= ==) É=0. 
2 2 


pl 


La última equacion nos dice que el centro no distando nada del exe'de 
las abscisas se halla en dicho-exe, y por esta causa resulta para y el mismo . 
valor que para a; luego esta curva encuentra al exe de las abscisas en 
un punto tal como E (fig. 209 ) que dista del orígen de la parábola una 


magnitud igual á la mitad del parámetro, 


Pp P 
Si hacemos x= —, como z en este supuesto es —, tendremos 
| E : 


2 
2 Pp p? sii 

Pp. 4 Pp 5 p 2 4 
a=— + =-—+p= A 

4 :2p 4 4 2 de 

En 2p? 

P 4 P P 
o —— TZ=—— +p= —;5 

2 p? 205% q 


luego si se toma en el exe una magnitud AG igual 45 p, y desde G se 
tira la perpendicular GF, y en ella se toma GF=6= ÓN el punto F 
2 


será tambien punto de la curva, y continuando dando valores á x*» 
legaríamos á construir la curva EFD. 

Para hallar la evoluta correspondiente 4 la rama AH, no tendremos 
mas que mudar-los signos á la ordenada z, con lo que resultarán los .va- 
lores correspondientes de a y €, el de « siempre será positivo, por” 
que en su valor solo entra z elevada al quadrado, y el de 6 tomará esta 
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2-pp2 : 

forma qepd que siempre dará para € valores negativos, 
porque el segundo término es en todos los puntos mayor que el primero; 
luego se deberá tomar la € al contrario de como se consideró en la equa- 
cion (A) del círculo de curvatura, esto es, deberá tomarse sobre el exe 
de las abscisas, y originará la rama ED. 
623 Para sacar la equacion de esta curva eliminaremos x y z por 
medio de las'equaciones (G),(H) y la de la curva; más con el fin de: 
que nos resulte con mas sencillez, elegiremos por punto de orígen el 
puntoE que lo es de la evoluta, y llamando ahora 1” y u/á sus coordenadas 


2 
EG,GF, será /=EG=AG—AE=0— 2 =p HP 
¿2 2p 2 
po pz o pas 
+ 2% +— ——= 3%, de donde.x=—, 
2 2 : 3 
a(422+p2)  —p2z+4a3+p2xz 433 
yw =b=-4+ E E ER 
Pp Pp p? 
pÍS z 
qeda id y 
2 $ TE 
P P pi 


8 

j | 6x3 16(—) 61/3 
y elevando al quadrado se tendrá pa a e x 

P P 27P 
cuya equacion manifiesta que la evoluta de la parábola vulgar es una 
segunda parábola cúbica. 

- El radio de curvatura tiene la propiedad de ser tangente de la evo- 
lata , y de ser igual al arco de esta curva interceptado entre el radio y 
el orígen, junto con la distancia del orígen de esta al de la curva dada 
que se Mama evolvente ; por lo qual se puede considerar la evolvente 
como originada del desarrollo de la evoluta. No nos detendremos mas 
en esto porque los lectores que deseen imponerse mas á fondo en esta 
teoría podrán consultar mi memoria sobre este punto, que contiene esta 
teoría con toda extension; y al mismo tiempo se halla tratado el asunto 
por los dos métodos analítico y sintético, paraque se compare el uno 
con el otro, y se perciba bien su espíritu. 


De los coeficientes diferenciales de las superficies curvilineas, de las 
superficies de los cuerpos de revolucion, y de los volúmenes de estos. 


624 Hasta aqui hemos encontrado los coeficientes diferenciales de 
una funcion qualquiera de x; ahora, como en una curva tal como la 
AMF (fig. 181) es funcion de la abscisa no solo la ordenada PM, sino 

Ba Tom. 11, Parte 1, 
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tambien el arco AM, la superficie AMP, la superficie y el volúmen 


del cuerpo que originaria AMP al girar al rededor de AP, vamos á en- 
contrar sus coeficientes diferenciales: De las dos primeras ya los tenemos 
[582 y 591], y así pasaremos á los de las tres últimas. 
+ «Para esto, lamaremos:s 4 la superficie ¡AMP , 'y. si concebimos que 
la abscisa AP=x se convierte.en AP'=4"=x+4u, entonces ¿=PM 
se convertirá en ¿“=P'M'=x+4x, y la superf. APM=s se convertirá 
en s“=AP'M'=APM+PMM'P'=s+As, y As será igual 4 AP'M'— 
APM=PMEM'P?; pero. al paso. que-Ax disminuye, el trapecio, recti- 
lineo PMM'P” se va acercando 4 As, de manera que podremos hacer 
que la diferencia. entre dicho trapecio y el espacio mixtilineo igual con 
As llegue á ser menor que qualquiera cantidad dada(*); y como eltras 


pecio Pp (E a ( 2+z! Jar. 


o 2 gr 


En ( 22 + Az 


2 


se puede acercar á As tanto como:.Se quiera, ó dividiendo por Ax,ten=: 


Az As 
dremos que 2+-— se podrá acercar tanto como se quiera á. A ; luega 
: 2 : AR 


4 A 


los límites de estas dos expresiones serán iguales; pero el: límite de. 


A 


A a 


A 


(*) Esto es hastamte clara; pero si lo quisiéramos referir á nuestra 


proposicion [1 520] podríamos demastrar en general, que el espacio com» ' 


prendido por un arco y una cuerda, si se hace la cuerda dos veces-me- 


nor y, se, tira por el punto de division:una paralela á las ordenadas, y - 


donde esta encuentra á. la curva se tira la cuerda, el espacio compren- 
dido entre esta cuerda. y el arco correspondiente será menor que la mi- 
tad. del espacio anterior; y continuando del: mismo modo llegará: á sep 
menor que qualquier cantidad dada por pequeña que sea. En efecto, sé 
se divide la PP” (fig. 210) en dos partes iguales, y: levantamos la 
perpendicular pm, esta dividirá tambien á la cuerda MM' en dos par- 
tes iguales; y como si circunseribimos el paralelogramo:MNN'M' te- 


nemos que el triángulo MiamM/ es igual:á la mitad de: dicho paralelo- 


gramo, será. mayor que la mitad del segmento MemfM*, y por consi- 
guiente los dos segmentos Mem,mfM' juntos, serán menores que la mi- 
1ad del segmento MemtfM', y con mas razon lo será uno de ellos; luego 
«on dividir la PP! en. dos partes. iguales hemos hecho que la diferencia 
Mem entre-el trapecio mixtilineoy el rectilineo sea mas de dos veces 
menor que lo era antes, y continuando la misma operación obtendres, 
mos un resultado como indica la proposición, z ' 


Í 


r 
% 


A es 


a Am 


DEL CÁLCULO DIFERENCIAL. 203 


- Az AGUA o ds 
— — — 11t — — mom 3 dx PA 
a ñ es 2, y el de q ps PueO RATE SEE 0 ds=2dx; 
cuyo resultado enseña que el coeficiente diferencial de la superficie 
APM considerada como funcion de la abscisa AP. es igual con la 
ordenada. S | 
625 Si las coordenadas no fuesen perpendiculares , como en la 
(fig. 211), entonces la superficie del trapecio PMM'P” seria igual con 
PM+P'M' 2 +4z 
———xP* 


x PP" x sen: NPP"; que Mamando 0 al án- 


2 : : 
gulo NPP” que forman las coordenadas, se tendrá que el trapecio será 
22 +42 | 


igual á 


xsen. px Ax, y pasando á los límites como antes, ten- 


diremos que ds=2. sen.P.dx. 
626 Pasemos ya á decucir la fórmula para la diferencial de la su- 
perficie referida á coordenadas polares; para esto, observaremos que la 
diferencia de la superficie ADM (fig. 212) está representada por el sec- 
tor AMM”, luego si llamamos sála superficie ADM, será AMM'=4s, 
y la relacion que tenga con NN'=ANB=4x porque el arco BN hace 
.. : 1 / 
oficios de abscisa, será . y siendo el sector AR ten- 


: 2 
ARM” AMXxMR: RM! AM ' 
a IS = A CTE Ahora , por ser semejantes 


los sectores ANN AM'R, dan NN“¿RM”::AN=r:AM”, y se tendrá 


— 
— 


drá 


RM _AM ea laser ARMS? > AMO" :AM? 
—— = —-, de donde resulta que ——_—_— = — X pa 
NN?” 1 NN' 9 - 
AM” sector ARM” 


; de donde pasando á los límites, será lím. de 


2 . A 
ads OMAN 255 AMOS 29 
lím. de ss = —; y como al paso que NN'=Ax disminuye 
, 2 2 2 
acercándose á su límite cero, se acerca AM'R á AM'M, resulta que las. 
led sector ARM” sect. AMM” cer: yl - 
relaciones ——=—=— » ——=z— ge podrán diferenciar entre sít 
: TIP | PR ÍA do 
poco como'se quiera, y por lo mismo tendrán un mismo límite; pero 
el límite de 


NT => 


sector AMR As. ds E NI sector ARM” 
A E —Á 8 —Á este ser — 
NN' AR de” S A > 


22 x2dx 


por lo qual se tendrá £ - que da ds= 
x 2 
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627 Sisuponemos que la curva AME (fig. 213) dé una vuelta al 
rededor del exe AC. de las abscisas, . y expresamos por S la superficie 
que describe el arco AM, la descrita por el arco MEM/ será la dife- 
rencia de S, y la cuerda MM” describirá un cono truncado, cuya su- 
perficie , llamando 7 á la razon del diámetro á la circunferencia , es 


: (Bici em (EL MEAT | 


2 


AR. ——— 
2 (++ 7) «Y Ax2+4x2; y pasando á la relacion será 
2 
sup?. de trozo orig. por MM” Az Az2 
Ax | 2 /P Ax2 

Esto supuesto , si consideramos la superficie S como, funcion de la 
abscisa a, echaremos de ver que quanto mas se.acerquen Ax y Az á su 
Minité , tanto mas se aceréará la superficie descrita por la cuerda MVP 4 
la superficie AS descrita por el arco MEVI”, * 


5 : j o Az? | ANS ladi 
ó la expresion 27 ( d ) la expresion >, y que la 5 


ferencia de estas dos expresiones podrá llegar á ser menor que qualquier 
cantidad dada por pequeña que sea, de donde concluiremos que 


| E UA | ASA 
el limite amz el de la primera será igual al límite me de la 
é a? ; dx 
iio: Y a 
será — =2% Y 1+ — 
segunda; por la qua e daa 


dz? a 
. y dS=2xezdx Y nr =22V dx2+dz2. 
: x 


628 Si llamamos Y la funcion de x que expresa el volúmen del 
cuerpo engendrado por el espacio APM en, su revolucion al rededor 
del exe AC, el volúmen del cuerpo engendrado porel espacio PMEM'P” 
terminado por el arco. MEM” será =47Y, y la del cono truncado em- 
gendrado por el trapecio PMM'P* igual 


, 


nr! wr! PP Ax 
m(PM2+ PMxP M +>P'M 2) ne =M(4+22 +82) — =.. 
3 
Ax Ax 
parra A =nm( AS 0. 


Az? | | 
m(2+zdr+ En] Ax, y pasando á la relacion 
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vol.orig. por trapecio PMM'P*- Az2 
O - rr br — e 
Ax 5 : Pas 3 ) 


se tendrá 


pero esta relacion se aproximará tanto mas á-— quanto mas se 2: er- 
x y 


quen Ax y Az á su límite cero, de modo que su diferencia puede llegar 
á ser menor que qualquier cantidad dada por pequeña que sea; luego 
api - 


sus límites serán iguales; y por contiguiente ee =T 2%, 


igual á la superficie del círculo que describe la ordenada PM en su mo- 
vimiento de revolucion , de donde resulta d/V=wz2dx. 


CALCULO INTEGRAL. 


De la integracion de las funciones racionales de una sola variable. 


629 El cálculo integral tiene por objeto segun hemos dicho [ 509] 
manifestar qual es la funcion primitiva, dado el límite de la relacion 
entre el incremento de la funcion y de la variable. De donde se de-. 
duce que siendo. el inverso al cálculo diferencial, las reglas para inte- 
grar han de ser las opuestas 4 las que se dieron para diferenciar. 

La exposiciondelos principios de este cálculo presenta divisiones aná- 
logas á las que nos ofreció el cálculo diferencial ; y así como tratando 
de este, aplicámos primero las reglas de diferenciar 4 las funciones ex- 
plícitas, tambien principiaremos estas investigaciones por el caso en que 
el coeficiente diferencial de la funcion que se busca , se da inmediata= 
mente en valores de las variablesindependientes. Quando el coeficien- 
te diferencial de primer órden de una funcion de x viene expresado en 


2 
valores de x se tiene 5d siendo X=f.x,6 da=AX dx; luego la fun- 


cion buscada es aquella cuya diferencial es Xdx, y se indica ponién- 
dole una $ antes, con la qual quisieron dar á conocer los primeros in- 
-ventores del cúlcuio , que la funcion equivalia á la suma de las diferen- 
ciales. Juan Bernoulli las indicaba con una l inicial de ¿mteg»al; de 
manera que será igual 4 S Xdx; y se veque la característica S es 
la opuesta de la característica d. Para hallar esta funcion es menester, 
invertir las reglas de la diferenciacion; más á fin de proceder con mé- 
todo, trataremos sucesivamente de las diferentes formas que puede te=. 
ner la funcion dada X, y que clasificaremos en funciones racionales, en 
funciones irracionales y en funciones trascendentes de este moJo : 
Pr a Adam +Baxn +Cxf +Sci=U 


Funciones racionales j JAxm +>Ban +Cxf +8c U 
Ax Bl xn! Cate. Y 
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Funciones irracionales UxP%. — 
_ Funciones trascendentes F.(U,17),F.(U,sen.U) Ge. 


z 
Supongamos que el coeficiente diferencial > esté representado por 
x 


dz 
el monomio 4x%M, y tendremos OS de donde dz=4x'tdx; pero 


quando tratámos de diferenciar un monomio en que la variable estaba 


elevada 4 potencias, diximos que se multiplicaba el exponente de la po-"" 


tencia por el mismo monomio disminuyendo el exponente en una unidad, 
y multiplicándolo todo por la diferencial de la variable; luego aqui 
deberemos establecer las reglas en un órden inverso , diciendo : suprí- 
mase la diferencial, auméntese una unidad al exponente, y pártase 
esto por el exponente que afectaba á la variable despues de aumentado 
en una unidad; en virtud de cuya regla tendremos que siendo 


dz Axma+l 
— Ax ó dia=4xMdx será ¿=S. La Mdi=———— + 
dx mm-+1 
Y tomando casos particulares se tendrá que si da=4ax3dx se deduce 
ax4 7 bx109. hato 
A sl Aa — 3 
4 7 10 2 


gax?24  ax24 


si da=4ax23 di... = = 
24 6 

630 Tambien podríamos deducir de cada regla del cálculo diferencial 
otra contraria en el integral; pero ahora solo notaremos que pues la di- 
ferencial de una funcion era la misma que la de la funcion acompañada 
de una constante por via de suma ó de resta, no sabemos si la integral 

Axm+I AxmM-+EI : 
de Axtdx, es —— 6 es —— +B siendo B una constante qual 
m--1 MAL 

quiera; y por lo mismo debemos dexar nuestra misma duda expresada, 
añadiendo á la integral que da el cálculo una constante indeterminada 
que señalaremos Con las iniciales const. 


ÁS m--1I 
y diremos que S. AvMdx= ———— +const, 
Esta constante se llai:2: a arbitraria, porque quando no hay 
ninguna circunstancia 14 Je -rmine, la podemos nosotros elegir á 
arbitrio, Ó hacer que la la: satisfaga 4 una condicion. Á la integral 
que da el cálculo junto con -onstaute se le da el nombre de integral 


completa. 
631 Quando se nos propone integrar una expresion debemos dexar m4 


| 
4 
y 
E 
Ñ 
y 
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determinada la constante, y si senos pide que la determinemos, ¿4 lo. 
que se le suele llamar completar la integral, entonces debemos pedir 
la condicion. Así, supongamos que se nos pida completar la integral 

Axm-+l , Ñ 
de manera que la integral completa sea igual con hb quande 


M1 
x= ; entonces substituiremos a en vez de x enla expresion 
Agtmn=1 

ma-1 ; 
mos const. de modo que será 
Agqn+I 


A 


m+—I 


+const., igualaremos esto con h y de esta equacion despejare- 


m-+1I 
+ const. =b , lo que da const.=b— Es : 


mio? 
Axmatr 5 Aqmi+1 


por lo que en este caso setendráS. damtida= 
m>+1I 11—+1 


632 Ahora, quando el cálculó integral se aplica 4 alguna question, 
entonces la misma qúestion debe suministrar la constante, de manera 
que el resultado no convenga sino á dicha qúestion. Para esto lo que se 
necesita es conocer un valor absoluto de la integral, pues restando de 
él laintegral que da el cálculo, tendremos el valor de la constante ;-el 
valor absoluto que se puede conocer en qualquier qúestion es el saber 
qué valor tiene la variable quando la integral que expresa lo que inda- 
gamos se reduce á cero, y porlo mismo vamos á manifestar que forma 
tiene entonces la constante. 

Supongamos que P sea l1 integral que da el cálculo, y tendremos 
que P-+const. será la integral completa ; supongamos ahora que subs- 
tituyendo en P en vez de la variable el valor que ha de reducir á 
cero la integral completa, se convierte en Q y se tendrá Q+const.==0, 
lo que da const.=0—Q=-—Q de donde se deduce que en este caso se 
completa la: integral añadiendo á la integral que da el cál.ulo, el va- 
lor que resulta de substituir en la integral que da el cálculo, en vez de 
la incógnita el valor que reduce la integral completa á cero, y tomando 
todo-esto con un signo contrario, 

Y así, si nos propusiéramos integrar la expresion [630] de manera 
que la integral completa se reduxese 4.cero quando x:=4, tendríamos 
Amt! ÁAqt-A-1 


-+ const.=o de donde const. =-— 
m1 m-+1 


AxMm+e+r Agqm=+H1 A(xmMAIa4ME1) 


m-=1 M+-1 a me-1 


,. 


(a): 


lo que da ¿=S. Avda 


Si la quisiéramos completar de manera que se reduxese á cero quando 
AoQmAH-1 


1-1 


a4=0 , tendríamos -+const.=0 de donde const.=0; lo que nos 
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dice que quando la integral completa es cero al mismo tiempo que la 

variable, no hay término constante en la funcion. 1 
633 De aqui en adelante dexaremos indeterminada la constante á 
no ser que alguna investigacion particular nos conduzca á lo contrario, 
Antes de pasar mas adelante conviene exáminar un caso particular” 
en que el valor de la expresion («) se convierte en Z, que es aquel en, 
ÁA(x0—ao)  A(1—1) 


_— 
—— 


=D 
—3* 


que :1m=—1, porque entonces se tiene = 
e Er E. 5 o) : e) 
Para encontrar su verdadero valor es necesario recurrir á la regla: 


S . ; x=bY . 
(573), y como hemos hecho ver [575] que =— se reducia á 1.a—l.b' 


en la suposicion de x=0, tendremos queen el exemplo actual mudan- 
do las letras convenientemente será ¿=4(l.x—L.4)5 y, 
pero quando m=—1 se tiene da=4x—dx; 


Adx : 
luego da= ——., da ¿=4 (l.x—l.a), ó z=4Alx+const. 
E 


Lo mismo se hubiera concluido del párrafo [545] pues que por él 
x 
se tiene dlx=— , y manifiesta que siempre que el numerador de una 
x : 


fraccion sea la diferencial del denominador esta fraccion tiene por in- 
tegral al logaritmo del. denominador. a 

La excepcion que presenta aqui la regla del párrafo (629) proviene 
de la imposibilidad de expresar la trascendente [/.x por un número 
tinito de términos algebráicos. 

634 Toda la dificultad de la integracion de las funciones de una 
sola variable consiste en la investigacion de las trasformaciones propias 
para reducir las funciones propuestas á uno 4 muchos monomios á que 
se pueda aplicar la regla antecedente. 

Luego si se tubiese da=axMdx+bxidx+cxtdx hallaríamos inmedia- 

ax'mM+I ban +1 ecxP- +1 


tamente ($ 629):=—— + + 
| mat REI p+1 


y no añadimos mas que una constante arbitraria, porque aunque aña» 
diésemos una para cada monomio;, juntas no equivaldrian mas que 4 


+ s....CONSÉ, 


una sola que seria igual á su suma, En general, pues que hemos visto 


[517] que d(u+o0—w)=dutdo—dw , 
se debe concluir que $. (du+do—dw)=8.du+S.dv—S.dw ; 
y que S, (Pdx+0d:—Rdx)==5.Pdx+8.Qdx—8.Rdx. 


; 635 Hagamos notar desde ahora una conseqiiencia que nos será muy 
útil en adelante, y es que integrando separadamente cada término de 


, 


/ 
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d.ut=udt+tdu [$ 518] da ut=S.tdu+S.udt ; lo.que establece una rela- 
cion entre las funciones primitivas de las diferenciales udt,tdu de mo- 
do que siendo conocida la una , la otra lo es tambien, porque se tiene 


EN A> 


du dt 
v. g. S.udt=ut-—S. tduz la diferencial d == —i A [5520] 


¿7 cms a dl nr) 
dará igualmente —- EN —Su— 70, EE 
po» ppm Mt 12 hs i : 
PA > y PE du a 
de donde se sacará S:u 27 Ah +5. e , 


Y conviene Edvamá que este resultado'no es sino una conseqúencia del 


precedente; porque substituyendo en el valor de S.udt hallado antes, 


di I 
«7 en vez de di lo que se reduce á mudar ? en — —., pues que 
1 > | i E 


dt | Yo di u E 
— =iqi== di M=-d.—, 5e tendrá S.u — === +8. — 
Es Í ye 1 bo 
e d.au=adu [$ 51sl, se sigue e S.aXdx=aS: Xdx, es decir, que 
se A e hacer salir del signo S la constante a. 
636 Si_nos propusiésemos d¿=(axa-b)"dx, efectuariamos la po- 
tencia indicada, é integraríamos cada monomio que resultase de esta 


Operacion 3 pero conviene observar que se puede llegar al resultado sin 


efectuar el desarrolioz para lo qual basta hacer ax+b=u, 


u—b du 


lo que dav="——., y dx=—; y substituyéndole en la expresion de dz 
: a a 


unda 7 y M1 
se convertirá en día= —— y por consiguiente ¿= —-— const. 
a a(1m-1) 
(ax+b)m+1 


y poniendo ahora en vez de u su valor , se br ¿= +const. 


a(ma-1) 

Si se tubiese da=(ax"-cb)man—1 dx, la transformacion tendria aun 
lugar, porque suponiendo a4x%+bh=u 
resultaria diferenciando nax2—!dx=du, 


An aida UM4+1 
de donde 1d — y di= Z= + const 
na” na na(m-+1) 
e h (ax? h)m+1 ' 
lo que da por último ¿= -—+ const. a 
o ama 


037 Pasemos á las funciones fraccionarias, y con el objeto de pita= 
Ca Tomo ll. Panre 1, 
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or el caso mas 1 t d Aands | 
iar simple, supong nga di= ————3, | 
£ipiar p ple, supongamos que se te. g: Z= a daba? 
5 du 
haciendo ax+b=u se halla x= sa dx= Fed > | 
. a . 
bei Í 
a A 
cos — Alu—b)rdis 
y por consiguiente di= aer > 


desenvolviendo. la potencia ( 3 multiplicando: el resultado por: du, | 

y dividiendo despues por u” se tendrá una serie de monomios que. po. | 

diremos integrar por la regla dada [629]. 
Tomemos por exemplo el caso en que m=3; y 1= 


A(u—b)3du 4 
Let) == Na 


y resultará da=—— 
a4u2 
aplicando á cada uno de estos monomios la regla general 
AnS g= tE —g hue góal, welsu—a) + consts. 


ge volverá á poner en vez de u.su valor, y se tendrá por último: 


A 
¿== [L(ax+b)—3b(ax+b)+302.(ax+b)+b3(a%+4b)—1]+ const. 
aa 


, - Axndx+Bxtdx+Cx2dx+-4c: 
Si se tubiese di=-: ALDANA 
(a-eba)" | 
NR qa Abades Babda Codes DS 
a escribiríamos así dia= —— + —=— + ——— bos. 
(a+bx)j"  (a+bxj2.  (a+bx)" j 
y se haria con cada- término en particular lo que acabamos de hacer * 1 
con el primero. ! 
638 Las diferenciales fraccionarias que. son racionales son general- 
did (4xm4 Bxn+Cx?.....)dx 
EOTO AA al" 
bs IAEA A o? 
Udx 


que para abreviar representaremos por $7 


Es necesario observar desde luego que el exponente de x en el'nume= 
rador se puede suponer menor que en el denominador ; porque si esto 
no se verificase lo conseguiríamos dividiendo U por Y y llamando 9 al 
guociente de esta division, y R á la resta resultaria 
.. Udx Rdx ; ' 

8. +—=3.Q4 5 Pero Q siendo una funcion. racional y enteray 


Y. 
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$.Qdx se obtendria por la aplicacion inmediata de la regla general, y 


. I Ú x . A 
no se necesitaria hallar sino la de NA ; fórmula en que la funcion R 


con relacion á « ha de ser en un grado inferior lo menos 4 la funcion Y; 


Udx 
luego la forma mas general que puede tener la fraccion AN 


(An— 14 Bar —24Ca1—3...-+T)dx 
A A AT E E a IS Ll 
» « 
Ahora, el método general para integrar las diferenciales expresadas 
por fracciones racionales, consiste en descomponerlas en otras, cuyos de= 
nominadores sean mas simples, que se designan baxo el nombre de fruccio- 


nes parciales; y habiendo manifestado ya [437 y siguientes] como se exe- 
4 sn , . z 
cuta esto, no nos costará dificultad. En efecto, suponiendo que las frac- 


Axti—14 Ban —2 4 Ex 03 000. T 


a A 1 Blan 24 Cana, Dr 


ciones parciales que resultan de la 


MAIN. - 
, —, — Útc. se tendrá 
a+a x+b x+e 
Mdx  Ndx  Pdx Mádx Ndx _Pdx: 
s.( + + — + Ec. ) A +8 ES. -+6C. 5 
xa x-rb x+0 xa+4a  x+b x—+c 
paraintegrar cada una de estas fracciones, como en el numerador M,N ke, 
no hay x, haciendo x+a=u tendremos dx=diu, 


Mdx Min M M 
=S, = Ml.u=l.u  =l.(x+a) -const., 


secan 


y será 5: 


x+u 
haciendo en la segunda x+b=u* será dx=du', y tendremos 


Ndx . Ndw Ñ si 
S. — =5» Sr =N.w=l.u' =1.(x+b) +const.! 
x 


Pd 
y como del mismo modo hallaríamos que 5. iS LAO ec 


x+0 
así de los demas términos que hubiese, resultará que 
(La—1Bx024-Cx=3 0000... 1') do 


——_— 


+ + e e y —... 
an A xn 14 Bn 22 O q n—3, 1" 

M N ? P 74 
l.(u-+a) —const.+l(x+b) const 41.90) +const.“+k8tc., 
Ó indicando pour. const, la suma de todas las constantes particulares, y 
considerando quesuma de logaritmos es lo mismo que el logaritnio del 
producto, tendremos que esta expresion se convertirá por último en 


AN a ao Jarconss, 
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639 Como si entre los factores del denominador se hallase uno por' 
exemplo («-+k).p veces, tendríamos [$ 436] que la fraccion correspon= 


, - z ¿1 MA 
diente á todos estos factores iguales, seria ——— , la qual se descom- 
(x+=k)2 ; 
Ndx Pdx Odx Tdx 


one en ——. + + ——__—_—“b arm ———. 
P (aer)? (au +k)p1 CAES xk 


Conviene manifestar como se integra uno qualquiera de. estos términos 
tal como el primero, y tendremos haciendo x+k=u,x=Uu—k y di=du, 


1 Lia Ndu riadas : 
por o que $. be y7 RS U—Pdu—=..... 
Nu—t+1  Nu—2 + N N 
A == ————— == — > + Const. 
—p-+1 1D (1—p)uL—=k . (1—pla+k)21 


Del mismo modo. hallaríamos las integrales delos demas términos, 
y tendríamos que todas eran racionales excepto, la del último que seria 
(1+x2) dx: 


Tl.(x+0)=1.(x+a) + 


Aplicando estas observaciones 4 la. funcion: ———, 
x—X3. 


que es igual [437] 4 | 
1422 I 1 dx: dx dx 
dí= (= + A — Vdr=: += y 
x IX 1+x Y x 1—X 1+X 


x—x3 


f — “ 


a: 
y observando que —— ==> 
A 


tendremos. que su integral será 


1—X 
dx —dx —dx 
N.D 2 ¿== 1X —— 0.00 
L—x 1%: I—A 
ECOS ] / 
pu. ] . LA 1, . I—, =-— . e 
1d 18) = 118) 


(1+x2)dx S dx dx dx ) 


— 
a a Y e 


por lo que. resultará S.. + 
x—x3;: Y, I—Y, 1-+x 


lx! L(1+x)=1 > ES 1 
A ¿TI ll IAH) A AAA y TT l ——— .. 
: (1—x)—1.(1. PRE DA Pa 
dx 

————————— la descompondríamos en. las frac= 
a3(1—x)(1+x), | 
2dx dx dx dx 


K— HA RÁ A KÁ A A —Á 
Xx 2(1—x)2. 4(1—4) - 4(1-+w) 


Si la fraccion.fuese- 


dx dx 
ciones [$ 439] — + — + 
2x3 x2 
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“y tendríamos | 
pe 1 


A A A | AA 2 AA A dy 
Fx) 202 Xx 2(1—x) De + S 
 —1—2N id, 
1): = — + Ll 1— 01 (1H) BR... 
11(14%)= HN EA) (1—0)4—1.(1+x) 
—1—2X-+4X+H2X2+HM2 hs —1—% +31? E 
2 __zPzP—— A a +l.. a 
2012) (aa) H 140%. (10) (112) 


Donde se ve que como hemos manifestado. el modo de descomponer 
una fraccion racional en otras mas simples , y hecha esta descomposi- 
cion se puede integrar, siempre es integrable qualquiera fraccion de 

-Udx ; 


la forma 5 en 0 E pa 


El cálculo diferencial nos serviria para hacer la descomposicion en 
fracciones simples;pero no nos detendremos en esto, y solo observare- 


. á 1 A 1 

mos que pues _ — [Sá440]= —— + =———= HFooss. 
d E 8047 — 43. [440] 8(a—1)  4(1+1) 
9 1 I 1 - XH+EIL 
ios il — — ———9 
Bar) 235 22 2 4(0%+1) 
se tendrá. | . 
dx. eE dx r. dx: 
SATA G o e A 
847 —x A M3, —1 4. (x+1)2 

Y dx dx dx dx xdx £ dx 
HR ÁA O A PX IED 

8 x-+I 3. x2. Dr x2+1 x2+1 


| 1 ; r hora 
Fl(o—1 e (x-+1)+ > a MA mens. 


go] l arc. (cuya tangente=x, y el radio igual con la unidad)+const.. 


De la integracion de las funciones irracionales. 


640 Las funciones irracionales se deben considerar como integradas.. 
siempre que por alguna trasformacion se hayan hecho racionales; Ú al 
4 


menos quando se-han reducido ú series de monomios irracionales, por- 
que entonces se les pueden aplicar inmediatamente las reglas precedentes. 


> 
LHNY x 
aqui adyertiremos que si en vez: de x se substituyese una. cantidad que: 


5 


Propongámonos,, por-.exemplo, la; expresion:di= 
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. . A . 4 
tubiese raiz quadrada y cúbica exácta, entonces resultaria que se cons 
vertiria en una funcion racional: Inaes ei hacemos x=ú% resultará 


Es E 
ax=06u5 du y x=VY u=u3,Y x2=V/ Ul2—u4, 
1+u3—u4)6u5du u9—uBb—yu5 
lo que da q ( A A 
1-+u42 1+u?. 
que haciendo la division hasta donde se pueda, se tendrá 


> 


du 
d¿=—6(u7du—uódu—usdu+-u4du—u2du+-du— ) : 
1+u2 


£uya integral teniendo presente [$550] que =arco cuya tang.—ly 


| 1+u2 
uy uz  u6  uS  u3 | 
es ==—6 E — — — — + — — — +U—árc.(tang.=u) const, 
: 8 7 6 5 


y substituyendo ahora en vez de u su valor yx se tendrá 
a=—óaY x2+$% Y Ey x552/x—6Y/ x+6are.(tang.=V x%)-+-const.. 


641 Sea ahora una funcion que contenga el radical 44-44-Bx+-Ca2, 
y como no puede meros de tener una de estas dos formas 


Xdx 
'y2 ó a E 
siendo X una funcion racional de x, haremos notar ante todas cosas que 


la una de estas formas la podemos convertir en la otra, porque se puede 
escribir la primera del modo siguiente : 


VA Bs+City/ dba Co? X(4+Bx+Co3dx 


XÁdx oran q AA 
vV Ar Bx+Cx?2 V A+Bx+Cx? 


cuyo numerador es una funcion racional de x. 
Antes de indicar los medios de hacer racional con relacioná x la ex4 


presion y 4+Bx+Cx2 pond:emos la cantidad que hay debaxo del 
] / A B 
radical baxo la forma € Le +— aa), 
E — 
LS B 
y haciendo para abreviar C=y*, = 
resultará / TAB +Cxi=9V” OHT A, 


Esto supuesto, haremos W/0+64+42=x-H0, 
y elevando al quadrado resultara 0-+-61-+0%=x%-4-2 0044 > 
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u—u2 andas (2u—C)x—2udu—(9—u2)x2du 
2U— ] (2u—5)2 


—¿udu+26udu—20du+2U2du —2(u2—Cu+o)jdu  —2(0—Cu+u2)du 


EX 


(2au—C)? e f2u—6)2 2. (2u—C) : 


— 
09% 


lo queda x= 


e — IN A 
y Y Ar Bx+Cx?=y(u+x)=y (mass =y a ; 


Xdx 


a. 


NS | 

: VW drBx+Cx% 
en otra de la forma Udu siendo U una funcion racional de u, y real 
siempre que C sea positiva; pero si C fuese negativa entonces y seria 
imaginaria, y la trasformada llegaria á serlo tambien. 


por medio de cuyos valores se mudará la diferencial 


PETER LO a 
En este caso se tendria Y 4+4-Bx—Cx2, y haciendo Cy ma, 


resultaria y a+6x—a2. La cantidad x2—€x—a se puede siempre des- 
componer en factores reales del primer grado; si los representamos por 
x—a,x—a!, tendremos. > ; 


a—Ex—02=—(02—E9—0)=—(x:—a u—a”)=(x—a)J(a —a). 
Supongamos ahora que Y (x—a) (a—x)=(x—a)u; 

y elevando al quadrado será (x—a Ya“ —x)=(x—a)?.uz,, 

de donde dividiendo por x—a da a/—x=(x—a)u?, que da por último 


a qu? a'+au2 a —a 

SS 
u2+1 Uu*“—4-1 - u2+1 
: (u2+1)20udu—(a'+au2)2udu  (a—a”)2zudu 
y 4a—= A 
(u24-1 )? (u24- 1)2 
cuyos valores tambien harán: racional la diferencial . propuesta, 
dx. 


Tomemos por.exemplo la diferencial ; 
: OS MV A+ Bx+Caz 
la primera de las trasformaciones precedentes dará 


dx edu 1 2du 
VW A+rBx+Cx2 y(2u—6) y 2u—6 


1 
cuya integral es — —/.(2u—E)+-const... 
Y 


Volviendo í'pongren vez de asu valor—244/ 0644-32, y por a.C, Ys 
las cantidades que representan, resultará 
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VInj 5-3 


B EUA LS 
e ve ( = we 2x y Cray ArBirCn) ) +Cconst. 


/ . 


De la integracion de las diferenciales bhinomias. 


642 Baxo el nombre de diferenciales binomias se comprenden todas 
: P 
las que son susceptibles de esta forma, da=kx"—!dx(a+bx") 2 
en la qual podemos suponer que mm y n son números enteros sin dismi- 
nuir su generalidad, porque sino lo fuesen, y tubiésemos por exemplo 
Pp e . 


É PEI ni Pisa, E 
2 , haciendo «=u**' se tendria 


da=x s dx(arbx” 
7 E ss 
du—=ss us" —1du,a + =(uss”) 3 =us7, y x Spy", 

y Y E P 
cuyos valores substituidosen dz darian da=ss us +s:—1du(a+bu”” $97? 
que haciendo ahora rta tmp Aston; y ss =k, ; 

2 
será da=ku—Idu(a+bur) 2, - 
Tambien se puede considerar án esencialmente como número positiyo > . 
porque en el caso de que se tubiese da=kaM—Idx(a+bx 2), 


a 


1 : A : —Ql > P 
haciendo x= — resultaria dx — , y diz=—ku——1du(a-+but) 7, 
u u 


Ahora, todo está en averiguar en qué casos se podrá hacer racional 
2 
la diferencial dz=kxaM—1dx (a+bx1)2 ; para lo qual haremos 
a+bxn=uY lo que dará | 


Le ul—a uW4—ax E UU gRES 
(aba) 2=u? => a=( 7 ) 2 ( ; y”, 
y diferenciando esta expresion se tendrá 3 e 

Mm pUIZAN a + qui—1du 
mxu—Idx= —( ) n md 
n b b y 
m 


AAN 
Ó amM—Idx= quad — 3) q 


a? (te). 


ul—a 
b 


' q 
=k = ub+4—1 
lo que dará dx=k E ul ( 
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m 

Donde se ve que esta expresion será racional siempre que — sea un 
da n 


número entero, y por consiguiente en este caso se podrá integrar , pues 
la podremos desenvolver en una serie de monomios integrables cada 


uno de por sí. 
643 Tambien hay otros casos en que puede serlo; y para determi- 


narlos haremos a+bx=x8u2, : 


1 : m 
a a xi a xa 
de donde x*= y= (| ) , am= (| ) 5 


u2—b yu2—b u2—b 
diferenciando*y suprimiendo la cantidad comun /m, se tendrá 
J a xm__,  —aqui—! 
m—I1dx= ra E A AS (7 
Y n Nui—b 4 (u2—b)2 
m m 
—ga Uds —ga 24 du 
m 
— —1+2 — +1] 
n(u9—b) 2 n(u9—b) » 
a 
á d b $ q o y — a atu 
er (a+0bx") 2 =(x%u =(u ): = 
y á causade ser ( (20212) A ) E 
: (u2+b) 2 
tendremos que la diferencial propuesta será 
m ? mo P 
— q e — +— p+q—1 
—qa ¿41 du alu? gar q 73 1 du 
dk Xx ; = —k IN ; 
— +1 — A A 
n(ul—b ) 2 (u2—b) 2 n(u2—b)?2 n 


. » m Pp 
resultado que será racional siempre que — + — sea entero; pero aun- 
n 


que este resultado sea racional no por eso diremos que siempre se po- 
drá integrar exáctamente como en el caso anterior, porque aqui aun 
permanece la funcion quebrada, 


2 

Así, si tubiésemos para integrar la expresion da=8x9dx(a+bx5)3 

como aqui seria M=10 y NM=5 resultaria 42 =2 número entero; luego 

esta fórmula seria integrable exáctamente; y como aqui k=8, p=2, 
9=3, y u=24+-ba%, será haciendo las substituciones en la fórmula (12) 


3 EAS Lab 21. 24 d UBA 1 
e 6 : ) En u ( A 


Da Tomo 1l. Parte II, 
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eE A 2 

24 cy7—aus)du= Eo (u?du—autdu) , 

DO OS 


2 2 8 5 , 
lo BS das S.(urdu—autdi) == FT + -CONSÉ Sia 
26 3 cos e .5y (a+bx5)3 a oo 
mE us Er (oer bs) ( ERTIACÍ AR Jem .. 
24 240 


57 (a+bxs)8= EF (a+bx5)54- const. 


Quando m=n , + =1 CS número enteros y se podrá integrar exác- 


tamente la función por la fórmula; pero en este caso podemos conseguir 
nuestro fin sin su auxhiio, haciendo uso de las trasformaciones , para- 
que lo que hay fuera del paréntesis sea la diferencial de lo que hay 
dentro multiplicado por una constante 5 y así, si nos propusiéramos 10= 


4 
tegrar la expresion da=40x5dx(c+2x6) tendríamos que hacer lo que 
está fuera del paréntesis igual á 2.6x9dx=12xdx multiplicado 6 divi- 
dido por un factor constante , para lo gual nos bastaria multiplicar y 
dividir por 3 y separar el factor a en estos términos, lo que dará $ 


4 


124x5dx ¿ 
EA 


; La 
a x(c=-2x6)” =— Xx 12%5dx(c+2xÓ) 
a , 2 e caen 
de donde ==S.— x1203dx(c+226)* =— S.1245dx(c+200) "= 
y 3 E 
2-1 


/ 


a  (c+2x0) 


—X ——— + const. 
ol 
644 Pues que no es posible integrar en general la fórmula: 


P 
S.am—1dx(a-+bxn)2, la idea que se presenta al principio es tratar de re- 
ducirla á los casos mas simples, haciendo uso de la observacion que hici- 
mos [635] acerca de que S.udt=ut—S.tdu ; porque si se descompone la 
l P 


cantidad «m—1da(a-+bx0)1 en- dos factores de los quales el uno lo repre- 
sentemos por d£ y el otro por u, se hará depender la integracion de 
la fórmula propuesta de la de S.udt, que, en ciertos casos, será mas 
simple que la propuesta , como vamos á manifestar. 

Entre las diversas maneras. de que se puede descomponer. la diferen- 

? 
cial xm—1dx(a-+bx")1 en factores, la que: primero se ofrece consiste en 
am 2 

hacer m—1dx=dt, lo que da t= Y resulta que u=(a-+bx2) 2; 
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P Lo 
du=L (a+bw)g xnba—1dx, 
q 


P gm 2 pnb ; ? 
y S.xM—Idx (a+bxnjg = == (a-+-bx1) 2 a S,amin—Idx(arbaz ) A 


Esta fórmula ya nos da algo reducida la propuesta 3 pero se llegará 
aun á alguna otra mas simple , observando que 


? EA 
(a-+bx") AS (a-+bx2) q (ah 20) y 


2 2 2 
y S.am—1dx (ab) 2=a8.0—1dx(a+ bno? +98. amen—tdx(a-rban)2 (0); 
y substituyendo este valor en el primer miembro de la equacion prece- 
P 


dente, y despejando del resultado el valor de S.xmen—1dx(a-ban 2 ?, 
se obtendrá 


am P : 2 
—(a+ba)2—aS.m—1dx(a-ba")2 TA 
— m 
S.amin—idx(a+ban)d == ——_ A 
n 
. da 
qa 


Si para mayor sencillez se escribe E en vez de E —1, Y — +1 
q gq q 


Pp : 
en vez de —, y se reduce todo á un quebrado simple , resultará 
q . 


? | 2 
OP gmla rbd e —a mg. a—1dx lar-ban)2 
A LA 
poniendo aun mm en vez de me, y por consiguiente m-——n en vez de 12, 
se tendrá | 
? | Por 2 
A a E A 0) 
b(qmapn) , 


donde vemos que la integracion de am—1dx(arban)a? 
P 


la tenemos reducida á la de aM—2—1dx(a+banj ; 
y por el mismo método podremos referir esta á la de: 


Pp » 
5 m—20—1d3 (aba), escribiendo m—n en véz de m en la equacion(3); 


| 
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despues mudando aun 7 en m—22 en esta misma equacion , hará eo- 
? 7 P 


nocer á S.M—22—1dx(a+bx")1 por medio de S.xM—3—1da: (a+ bam)2 
y así sucesivamente ¿ por lo que se tendrá 


2 m—20 q ban) a+? = ¿q m— 21 hxm7 
PI rc ai ce Dl did 
b[(m—n)xq+np] - Db[(m—n)g-"np] > 
Pp ; 2 
A _qemon(a+bamg" " (m—gm)qaS. am 3 tdx(a + hanje 
Dd[(m—2n)9-+pn] b[(r1—2n)g-+np] ó 
| 4 | 


y en general S.m—(M—D0—1dx (aba): 4 
Ñ . > Pp 
gam—hn (a+-bxn)2 Eo (m— hn)gaS.«m—hr—1dx(a+ bxn)2 


b[(m—(Ah—D1)q-np] ob [(m—(h—1)a)g+np] 
expresando con 1 un número entero qualquiera. Donde se ye que sim. 
es múltiplo de 2, se hallará un término respecto del qual m—hn=0, 
| ? 
en cuyo caso la cantidad 8. 4m—h—1dx(a+bx1)2 que está multiplicada 
por este factor, desaparecerá, y por consiguiente se llegará á tener un 
resultado á que ya no afecte ninguna integral. 
? 
% ? 73 A ¿E cu Y 
645 Si substituimos en la equacion («) en vez deS.aMéi—Idx (a+bx" gy 
el valor que da la equacion (€), resultará 
S : , Pi 
2 qamM(a+bar+pnaS.«m—1Idx(a+bax1)2 
AAA EP PA (e). 
qm-=+pn 


mm 


Substituyendo L. —1 en vez de E. en esta equacion , se obtendrá. 
de 


p | 
S.1M—1dx(a+bxn)2 —Y por medio de S.«"—Idx(a+bamg 7? > 


y así se continuaria hasta haber quitado todas las unidades que se pu- 
diesen contener en el número fraccionario —. 


Otras muchas observaciones podríamos hacer sobre este punto ; pero 
nos Contentaremos con hacer la siguiente aplicacion, porque la nece- 
sitaremos en lo sucesivo. Supongamos que se nos dé la expresion 


S.day/ 2ax—a2, en la qual haciendo x=a—u, que da di=—du, 


A a e 
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la tendremos reducida 4 S.—duy/a2—u2z=—35.du (aaa); om 
y comparando esta expresion con la (e), se tendrá 
P : eS 
m—1=o0, n=2, — =1, b=—1, y que será necesario substituir a? en 
vez de a, y u en lugar de x, con lo qual nos resultará . 


1 ABE. 
2u(a2—u?)242028.du(ar—u?) 2 
a A ll a 


es z 
—S.du(a2—u2)? =— , 


4 
1 du 
$ —S.du(a2—u)i=— guy 0795095. 3, 


al—yu2 


E du , : 
pero [$550] ——— €s la diferencial de un arco cuyo seno está repre= 
a2—u?2 
du u 
— = arco (sen.= —) ó 
a2—u?2 q 


sentado por ES luego $. 
a 


y por lo mismo 
A o E pr u 
S.dxy 24x—x2=—S.du(a2—u?)*=—fu/ a2—u2—¿a? arco(sen.=-) + 
: | a 
a—x 


const .=—L(a—x)V a arco (sen, =. —)+const. | 
a 


Si determinamos la constante arbitraria de manera que-la integral se 
desvanezca quando x=0, se tendrá para determinarla la equacion 


a 
—Za?arco (sen=2=1,) Const, —=0;, 
a 


de donde resulta const.=3a? arco FT; 
y substituyendo este valor, tendremos, 


o —_— o AX « 
S.day 20x—x2=—HKa—a) Y 20x—x2=3a%arco(sen.= -) Es 
dl 


4 g2, arco de ¿n=—Fa—x)V 20x—a+¿02 (arco de Fr) — 
a—x OE 2 lao 
arco de (sen.=—)=- 1 (a—x) Y zar —2+a%xarco ( cos.= — ) 
a, 14 


646 Quando por ninguno de estos medios se puede encontrar inte- 
gral exácta, se desenvuelve la expresion en serie y Se va integrando 
cada término separadamente ; y así, para integrar por este medio la ex- 


£ 
presion S.kaM—1dx(a-+bx")2, haremos y 
q Ñ 
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y desenvolviendo el binomio en serie, tendremos 


r(r—1 
( 7 O ANERIGaS Ele 


(a+bx")=at+ra—Tban+ 


| $. 
rb — r(r—1)Xxb2x% Ñ 
iS a +o. ) 
a 2(12 
: rb r (r—1) 
luego ¿=k07S.(2M-1dx4 04M d+ == handem— 1.) = 
a 24 
LS 
qm rb  ga+m: r( r—1 )p2 ax2n-Hm 
karl —=+ — Xx 1 ______—— +8cc. )-t-comst. 
m a nm 202(2n+112) 


Y como no solo estas funciones binomias , sino qualesquiera otras, 
ya sean racionales ya sean quebradas, se pueden desenvolver en se- 
ries, resulta que quando da=Xdx no se puede integrar _exáctamente, 


se desenvolverá X en una serie, se multiplicará por dx, y luego se in- 

tegrará ; por lo qual si suponemos que 
X=4Ax04Bam+23Com4224 Dama+-30+ Ue. 

tendremos da=4x"dx+Bamendxa+-Camtanda+ Ge, 


Axmier — Bamta+1 Cxm+-22+1 
+ +6c.+const. 
m1 m+n+1 MAZLNHI  * 


Si en el desarrollo de la funcion X'se hallase algun término de la 


-z e 
forma —, entonces , despues de multiplicado por dx é integrando , 
x 


daria Pxl.x. 
Supongamos ante todas cosas que la funcion X esté representada 


1 
por —— ; como despues de desenvuelta en serie, se convierte en 
a+x 
I Xx x2 x3 
A A A 
a a? a3 a4 
x 1 ) e pra xdx x2dx x3dx 


is e 


a ga a3 at 


: de de 
y como por otra pure sabemos [96331 que D. —— =1.(a+x), 
) a+ 


Xx 12 (3 
resultará l.(A+x)= — — —= + yu mo ÑOS + Conste 
a t 


, > 
an , 
144 yes? 


| I$MUo 


e PS , 
00 Oe 


Y. 1 po 
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F 


ee 


¿ A 
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RECTIFICACIÓN DOTE 
Por'D. Josef Mariano Vallejo , Cated 


Y A A A o SA AS A — osos A ma 


Si llamamos 4 un arco qualquiera de un efrculo cuyo radio sea 1, P 


CIRCUNFERENCIA DEL CÍRCULO. 
rático de Matemáticas del Seminario de Nobles de Madrid. Año 1803. 


or medio de las series Ó el cálculo infinitesimal, sacaremos para el arco en valores de su tangente 


$ o 3 o ; 
Bl la Esrmola siguiente : 4—tengent. 4— tang ESiS Á 5 tangent. Sd tangent.7. 4 E tangent.94 — tangent, nÁ Led 
E 3 9 y 7 9 CA 
, sen. 3go% L z I . 
B| Si el arco es de 30” como sen. 30% =L y c0s. =V 1-1Vá , será tangent. y RA == A | [ Tomo 11 Parre Il. púg. 223» 1 
E cos. go? 3 y NV 3 
É DA 
j luego arco de gaw0= —= = : + PR ze El ie E Si, AER 
Vi 3X3W3 0" 5x3VW3  7X33WV3  9X3W3  11X3ÍV3 
A : k I 
dl Y como la semicircunferencia equivale á seis veces el arco de 30% si multiplicámos por 6. será Semi C=6(| —— ———+ A : — + da o ER +4«c. 4 
V3 3X3V3 5x3 3 733 9x3W3 1x3iV a 
2X3 1 I 1 1 I 
NES E +. — +Gc. = = E —- pa AIR — +, ), 
3 3X3 5X3% 7x33  9x34 —axgS 3X3 pa 7x338  9X34 ' 11X3% | 
h Con el tin de que todos los términos sean positivos , reduciremos á uno cada dos términos de la expresion antecedente, y observando luego que en cada término el nu- ! 
| merador se compone del numerador del antecedente mas 8 , y el denominador del producto de los dos números ÍMpares que siguen á los del CCMinO anterior, multiplicado] 
E! por una potencia de 3, cuyo exponente tiene dos unidades mas que el de la potencia del anterior, sacaremos 
. 2.0 Se q Es 6% Ad 90 0% 10 010 
6 6 64 8 88 
Semi C=V3(= ES E Ilo A OS RÍO at Sh , q yde DARAS A 
3X3 5X7X33 9XIIX¿Í  I3XI5X37  17XI19X39  21X23X3'” 25X27X313 — 29X3IX3IS  33x35x3%  37X39X3' 41X43Xx3*1 
12.2 13.0 14.2 15. 16.2 17 18.0 190 20.0 MEA 22. 
96 104 112 120 128 136 144 152 160 168 176 
E A É—_ q  _— A AAA ————— + ———— + TI 
45X47X3%8 — 49X31X3%  53X55X3"? 57X59X3% T 61x03x3a T Ggx67x333 69x71X335 73%75X337 — 77x79x332  81xUgx34  85x87x3% 
230 24. 25 26.2 0 28.0 E E9 ps gro 
A RE 200 208 216 224 E A 240 248 
A A —--——A— E A a a SN A o ii AS AA q$qEE_ _EE-XA -AAMH<«>—;>] ]á]— 
B9XgIX34S  93X9SX3A7 97X99X34 — 1OIX1OZX3ZÓ!  1O¿X107X333  199X111X3% IS o e AROS 
322 Ei 34.0 35 36.0 ; > 
: 256 Ze 20%. > LA 2b0 - 288 sz ES. ;) E 
125X127X3%3  129XI31X3%5  133X135Xx3%7  137X139X3%9 Ti I43x37 
Sacando en decimales cada uno de estos términos y sumando luego., será (A) 
9-8 
TZ —=— 88s888888888888888868888888888. 
1 A $ EL RAE PARAS AS A, o se88808088 Sa 17447338 
> 16 ¿iO : ES e i69gra16931216931216931216931216931 0,906899682117108925297039128821077858 
o E E 
A E TW — PP E EA O AA ITA EE . ¿93992 /2002 , : , 
3 A A a 997930027 50009000519510149145 .2078460969082652752232935609807046840 
: . 8129211020366964391414640939578 
a A A <= - 75035465981968039581208305488141 207 
13X15x37 420405 0 dit A 5 311/6914536239791283494034147105702 
“== 2 A RCA o, . - 6291673489200106518032172157803 .31176914536239791283494034147 10570 
q EE : : 207846096908265275223293560980704 | 
E AS A 5 1 2 
21x23x311 > 28520667 A LO a do... ¿60996697587752768895622251751 . 27712812 dee | 
E 56 SEAS A 692820323027550917410978536 02 
. 25X27X3M3 1076168025 IR A O, +. . .52036483800938055188919035203_ ....... 34641016151377545870548926830 
8.9 E 64 E dia68 A O id 3464101615137754587054892083 
29x31x3giS 12899667393 A A A Y a RT O Y O, 4 TI 49 13 231457 4 39242 4 7 3 a A 2424871 130596428210938424878 
EAT E O a a BOTICA DOGO A a 4641016131377545 870548926 
> . ARA 82713207800909602865668230 3 9 
o 1657 ÓN sE A > A 2771281292110203669643914 | 
80 40 |$ 
y O A O AE CE A ES 477001578510177 34940910723 co. cc. es” 311769145362397912834942 || 
a ad 1077143296880 5 E E E RESTE 6928203230275509174199 | 
IZ] e E E E 689635764272237 ... ooo. o.... 807568877293527 |$ 
41x43X3"! 18341602696889 5 4771819534009035704272237 1732050807568877293 ' 
E 96 A RS E AA o O RE O Fa 69282032302755091741 
o a e PR SA y lc EA Oo o .oc$ss. 48213871 1349399117553518 ............ 31176914536239791283 
13 104 104 e A 2424871130596428210 
ao ado A A a e a A A 49117439081 379695349906 1039930446 813%0 
7 a de e EA A o O a RA TAO 3117691453 23979 
53X55x3*7 22223610668737105 A PA A O na 34641016151377 
E: 120 40 sd 6028203230275 
15. SS A A IA DO tro is a 92 
A 7055465300033 Mis nat A DOF A E NA 2771281292110 
EA A O A A A ÓN ; 
6=_ —— == O ASAS 53923824785429284903 o. ooo ooo oo ooo... 277128129211 
61x63x331 237 o 00 ii AA A O 6928203230 
: 2810784 5198012594590030000 6410161 
Suma de los 17%,18".....2 A a 0 ETT a E 62 7662320455578 ......+“- A A 34041 
d +7 40744237927173449859361562 5x3 : o O 24240711 
A | Suma de los 250,260. a HRG 542354 oder As 3aóttdo _ o AS 2424871 
» ... JO 8 28 67 5x 59 ATAR TARA IAS GUINA A st 
A A TS O AS o e NI A 277128 
A | Suma de los 343 noo q69=3034773220355593112 LO A NN TÁÓBIÓ «e. o 17321 
72525875 OT IB5 ISS AgO Oz RUE ER37 ON o. E 2771 
il Suma total. = A OIR TIA TEO A _ . - A A O a 
A A RR E E TR A, EI ,906899682117108925297039128821077858 ——— A 
za 15o1653589793298462643383279392055%0 


4] %0 1719, que es C=3,1415926535897932384626433832795098841 960. 


EN 


Mulktiplicando ahora esto por 2 3=3,46410161513775458705489268301 17447338, saldrá como se ve en (A) 
Semi C=3,14159265358979323846264338327950285580. 
A | Este valor está sacado en el supuesto de ser R=1, y por consiguiente D=2; luego si suponemos D=1., será C=3» 


- Esta expresion de C conviene en los treinta y quatro guarismos decimales primeros, con la que Lagni nos presenta en las y 


14159265950979323846264330327950285680- 
lemorias de la Academia de Ciencias de Paris, 


hasta 127 guarismos decimales. 


LA 
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Para determinar esta constante, observaremos que como e3 indepen- 


- diente de x,el valor que tenga en un valor particular de x , lo tendrá 


en todos; y como haciendo x==0 resulta /.(a)=const., tendremos pa- 
sando el valor de la constante al primer miembro 


A — = mn ss 


resultado idéntico con el obtenido [$ 472] observando que alli o repre- 


Xx 
senta lo que aqui —- , 
Ñ , 194 j 


7 e ; adx 
647 Si tubiésemos la expresion dz= . 
Er ARA : . ar 
á 1 x2 x4 x6 5 
desenvolviendo en serie, será di=dx[ — — — + — —— +8.) 
1 q as as a? 
Ed 23 x$ x7 
luego === + —— — + Kc. +const. 
a gas gas  7a? 
| dx 
ade a 
más por otra parte [$550] sabemos que = 
' q MY al+xa2 . x2 
+ — 
a2 AS 


es la diferencial del arco cuya tangente es —; 
a 


: z x 
luego tambien tendremos $. ES aro.(tang= E ), 
a 


ara? 
Xx Xx x3 xs 
por lo qual arc. (tang.= —) A a a A CORTR 
a ¿(bs 3ga3 5as ai 


x 
Ahora, una misma tangente = puede corresponder á muzhos arcos; y 


como todos estos arcos son iguales al menor junto con algunos quadran- 
tes, resulta que si queremos hallar el valor del menor de estos arcos. 
. , Xx 
tendremos que como dicho arco menor es cero quando su tangente — 
a 


x 
ó xeso, resultará que suponiendo —=0 6 4=0, en la equacion ante- 
a 


rior tendremos o=const. y por lo mismo dicha equacion se convertirá en 


l x x x3 x5 x7 
arc.(tang.=—) = == —+—— —+Go0. 
a a ga3 gas  7a? 
' 3 1x3 y? 
que suponiendo a=1, será arc. (tang.=x%) == + — — — + Ue. 
3 3 7 
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648 Si la expresion fuese dz= , tendríamos 


NN 1—x2 
1 1X 1X3X5 
z=5.dx - =S, (d+ grrda+ — x4dx+ : 6 20da-bco, Jo» 
V 1—x22 2X4 2X4X 
1 1X3 1X3X5 : > 
xt — 134 AA ió O rc. + const. 3 
2X3 2X4X5 2X4X0X7 
Pero la expresion - es la diferencial del arco x que tiene por 
V 1—x?2 
seno x, luego tambien tendremos 5. =arco(sen.=x) 3 y por las 
V 1—ax2 
mismas razones que antes resultará para el arco menor que tiene x por 
1 es 1X3X5 
seno, arco(sen.=x)=x+ — x3+ : pin x7+64c, 


2X3  2X4x5  2Xx4XÓ0x7 


De la integracion de las cantidades logaritmicas y exponenciales. 


649 Supongamos la fórmula dz=Pdx(1.x)*, en la qual P sea una 
funcion algebráica de x, y tendremos [$ 635] que 
¿=Pdx(1.x)"=(1.x)"S.Pdx—S.d.(1.x)"x8.Pdx. 
y como P es una funcion algebráica de x resultará que la S.Pdx será 
exácta, y si la llamamos N tendremos que S.Pdx=N 5; y como por otra 


d 
parte d.(1.x)"=n(l.x)0—1 -- , substituyendo estos valores en la expre= 


d 
sion de z, será z=N(l.x)1—n5. — (Layp—N, Ahora , como N es una 
ES 


> d 
funcion algebráica, tendremos que la integral de — N tambien será 
q sam 
algebráica , y lamándola M resultará que 
dx 
como d(l.x)—1=(n—1) — (1 x)i—2, 
Sa 


la misma advertencia nos dará 


dx dx 
5. Fs Nx(1.x)9—5=M(1.xP1(n—1 JS, — (L.e):—2M, 
x 


d 
luego =S.Pdx(l.x):=N(l.x)—M(l.x—1+n(u—1)8. za (1.):—2M, 
e x 


— ni 


si : 
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dx 
Pero si llamamos L la integthaFPde — M, la misma advertencia nos 
ODi Y 


dx | dx 
dará S. — (1.)1—2M=L(1.x):—2—(n—2)5.(1.0)03 SE 5 
Xx 
luego ¿=S.Pdx(1.)"]NM(1.x/—2nM(.x)P— tc... | ¿ 
do 
n(a—1)L(1.x)—2—n(n—1)(0—2) $. ss (lx. —=3L, 


Donde se ve que continnando del mismo modo quando 2 sea un nú- 
mero entero, como se le han de ir quitando sucesivamente unidades, 
llegaremos al fin 4 un factor n—n, el qual siendo cero hará desapare- 
cer el último término que se halle afecto de la integral; y como todas 
las funciones N,M,L, Kc. son algebráicas , resulta que la funcion 
dz=Pdx(1.x)" tiene ¿integral algebráica siempre que n sea un número 
entero. Sea por exemplo da=xMdx(l.x)?, y tendremos 


E ama- J 
1. S.amdi= Y 
1M-+I1 
dx ami dx qm am=-1I 
a Ss. N a DO > <=S, >, > 
x m+1 x ma (mM+1 y? 
dx am amM+H1 
2 8. M—=S. ——Mx= —— =L; 
3 x (m1) (11+-1)5 


y como el término que deberia seguir tendria por coeficiente 


-An—2=2—2, que en nuestro caso es cero, se sigue que ya no hay mas 


término, y resultará que ¿=3.4Mdx(l.x)2=0N (1.x)2—2M(1.20)-ta.. 


(lis)2 2(1.x) 2 
2x1xLx(Lxo)0=x0+1 a en (mara nad -+Const. 


650 Pasemos ahora á la integracion de las funciones exponenciales; 
más primero notaremos que siendo U una funcion algebráica de ax, la 
integracion de dz=Udx no presentaria ninguna dificultad; pues que 

l.u du 


haciendo aY=u tendríamos x1.a—l.u de donde x=— , dx= 
«LL ut.a 


y substituyendo estos valores se convertiria dz en una diferencial al 
gebráica con relacion 4-la variable u. Y así, si tubiéramos : 


3 


axdx ; A ; 
di= — haciendo las substituciones resultaria 
V 1-EG0x% 
udu du 
di= =. 


ul.ay/ 1-+un Lay ra 
Ez Tomo 11. Parre IM, 
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Sila equacion diferencial propuesta fuese da=Paxrdx,, se la: descoma 


pondria en dos factores adxxP, y siendo [$ 544] d.ar=l. axarda, 
ar 

resultará que: ai=8.l. E: as. .atds, y S. apa ET 
a 


por lo den tendremos == 1 Pax — - S, avd. P(1) Ce 
a 


Haciendo d. P=0Qdx, d0=Rdx,dR=Tdx, 
y continuando la reduccion de antes, se hallará esta serie 


- 


¿=S.Pardi= Par —2 Que — Ras. + 

(La (1.a)3 e - 
 =donde el signo + correspotide si el término ocupa un lugar Í Ímpar» y 
el — siocupa un lugar par. 

Si hubiéramos integrado al principio el factor Pdx, y 4su integral 
la hubiéramos llamado N, hubiéramos tenido ¿=a*N—(l. a)S. Na*dx,, 
y continuándola despues de haber supuesto S.Ndx=M;S.Mdx=L,ke. 

— resultará S.Pardi=aN—(Lajar M+(.a)? "arL... -E(1.a)78.Gaxdx, 
donde se debe hacer en punto ¿los signos la misma advertencia que 


antes. 
631 La Ablicación de la primera fórmula conducirá á la integral 
grita, siempre que P sea una funcion racional y entera; porque en- 


S. Uaxdx, 


d d aR 
tonces el número de las cantidades Q ==: R= R q= T= — Kc, 
dx dx dx 
será limitado, la última U será constante y por consiguiente 


ésa = ar 
S.Ua*xdx se mudará en US.avdax=U. La + const. 
:«Q 


Sea por exemplo. P=x", designando n un número. entero positivos 


con lo qual se tendrá dP=mttAda gd O 
arxn 
y la equacion (1) se convertirá en Sarai — 8, ANa—1 dx 


.a La 
y continuando se hallará | 


Q=n40—1, R=n(n—1 Jan—2, T=n(n— m— 2an—3", 


n a — n—2 
de donde z=5S.atandx= O tj dra, md 00 
La (Lay (1.a)8 
n(n—1)(n—2)x"—3 n(n—1)...1 


LL iZ a A 
(L.a)4 (La pp ) o 


e: 


- DEL CÁLCULO INTEGRAL. 227 

652 La segunda fórmula no conviene sino al caso en que las canti- 
dades V=S.Pdx,M=3S.Ndx,L=5S.Mdxkc. 

se pueden obtener 'algebráicamente; pero se aplica con suceso al exem- 

plo de arriba quando n es un número entero negativo, porque enton- 


1 : 1 I 


3 


ces se tiene pe NS Nr na 
1 : I : 
E ; __— 3 L=-— —— Sc. 
(n—1)M—2 Jar 2 (1—11—2)(1—3)Jx=3 
axdx ax x1, 
de donde $. ——-=— : _— — do E —<.... 
an (A 1JAML (M1 M2 Jan 2 
ala ax(l.ajn—1 (l.aja—1 azdx 
(01 n—2)[0—3)0"=3 Es: (1—1)[(0—2)...1Xx — (M—1N—2)...1 pd 
anda 


No se podria continuar la reduccion mas alla de $. , porque la 


equacion S.Parde=ax*xN—l.aS.Na*dx, de que sesacan todas estas reduc- 
axdx a ar La . axrdx 
= E : . 
(n— 1 )x rm —1 MAA oa A 


ciones, se convierte en 5. 
cuyos términos se convierten en 00 quando n=1. Más la expresion 


axdxo . E s 
aun no se sabe integrar exáctamente; y si esto se pudiese hacer se 


x : 
tendria tambien la de aYx%dx en todos los casos en quen fuese un nú- 


mero entero. Quando « es un: número fraccionario, laz dos series de 
que hemos hecho uso, no se terminan, 


Dela integración de las funciones circulares, 


653 Supongamos la expresion 2=5.Xdxxarc.(sen.=4) ; 
si se integra al principio el factor Xdx, observando [$550] que 
d.arc.(sen.=x)= —, y haciendo S.Xdx=Y, se tendrá 
122 


, 


Vdx 


2 


S.Xdxxarc.(sen.=x)=Pxarc.(sen.=x)—S. 


luego la integracion de la fórmula propuesta, se referirá ¿ una funcion 
] de 


V 1—x2 


se tendrá , obrando del mismo modo que 


> 


algebráica si / lo es; como d.arc.(cos.=x)=— 


da ( dx 
. arc.(tang.—=x)== 
y 8 ») 1-42 
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antes, que 5. A A ae E e E y 
: ' - V 1—%2 
| e Vdx:. 
S.Xdxxarc.(tang.=x)=": xarc.(tang.=x)—5. aa 
1x2 


y la integracion de: estas fórmulas no dependerá sino de una funcion 
algebráica, siempre que / sea algebráica. 


654 Sirepresentamos por ¿ un arco cuyo Seno, coseño ó tangente Gtc. 
esten exprésados en funciones de , es decir, que se tenga dz=AX"dx, 
siendo X” una funcion dada de x, se obtendrá S.Xz%dx, por un proce- 
dimiento semejante al de los artículos precedentes. Para esto haremos 
S.Xdx=Y y se tendrá S.Xatdx=V20—n8.Man—1dz, poniendo en vez 
de dz su valor X'dx, y haciendo S.PX'dx=U, 
se hallará S.Y: ¿2n—1d¿=U 2011) S.Uan—2 da. 

Continuando de este modo, iremos rebaxando cada "vez una unidad al 
exponente de x, y se Hegará en fin á hacer desaparecer este arco, si a 
es un número entero positivo. 


El caso mas simple es aquel en que X=1 y en que z es el arco cuyo 


seno=x, y entonces resulta di=-= sá y: PR 
| V 1—x?2 
xdx —2xdx —axdx A 
U=S, O Goin == SB. — = [$52 sI-YV 1—x2, 
Vi=x2  —2N/ 1-2? 2 1—a42 
—xdx 


y continuando se hallaria P=—x, =-S. 


a —=WV 1—u2, Q=x bro. 
/ 1—x2 : 


y estos valores dan ' 


Suda xHnan—/ 1—x2—a(n—1)27—2x—n(n—1 n—2)2N— sy 1—32+8c, 
Serie qué se termina quando » es un número entero positivo, 


Si se tubiese Xda=dx 6 X=X', la integral se mudariaen 0» 
gn+1 q y 
S.aidz=—— const. 
n-+1 


655 Puesto que [$ 549 1, | 
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bh 1 
d. sen. nu=ndu. COS. NU. S.du. cos.nu=— sen.1nu-+const. 


z n 
1 
d. cos. nu=—ndu. sen. Nu. A S.du. sen. nu=— — cos.nu-+const. 
a 
' ndu du 1 
tana: M=- TT . — =>" ftang.nu+—const. 
8 (cos.2u)? (cos. nu)? n 8 : 
ndu -du 1 
d. cot.nu=— a vh MS —— =— - cot.nu+const. 
(sen. nu)? ! a (sen. nu)? n 
ser 
ndu. sen. nu 4 du. sen. nu I - 
d. sec. NUTZ —————T + y ¿ = - sec.nu+const.== 
(cos. mu)? (cos. nu)? n 
— +const. 
N. COS, NU 
ndu. eos. nu | du. cos nu 1 
d. cosec. nU=— == al $ 3=-— “osec.nu.-cons.= 
(sen. m8)? (sen. nu)? n 
1 
— - ——-+COnNst, 
n. sen. nu s 


De estas integracionesresulta la de las expresiones 
du(4+.B sen. u+C. sen. 24u-+.D. sen. gu+ Gc. 
du(4+B cos. ú--C. cos. 21:+.D), cos. gu+ Gc. 
Au—B. cos. u— $.C. cos. 24— 1 D. cos. gu—Gtc. +-const. 


quedan) 4y-+B.sen. u-+ 1 C.sen. 2U-+ y D.sen. gu-+Qc. +const. 


Método general para obtener los valores aproximados de las 
integrales. 


656 El desarrollo de las integrales en serie, no conduce á una apro- 
ximacion sino quando: las series que se obtienén por este medio “son 
convergentes, lo que no sucede siempre. Por esta causa ban procurado 
los Analistas buscar los medios de obtener valores aproximados de las 
integrales y qualesquiera que sean las funciones diferenciales propuestas. 
Vamos á exponer aqui lo que ha dado Euler sobre este punto en su tra- 
tado de cálculo integral. : 

Sea Xdx la diferencial que se trata de integrar; por esta causa 
S.Xdx es una cantidad indeterminada en un cierto sentido, pues que 
debe comprender una constante arbitraria, lo qual se confima tambien 


por las consideraciones siguientes. Si se hace 
dz dez dX diz  diX 


S.A dx= =dr.—=X, — = 3 —=-— 
XAdx=x,se tendrá Ada de, res > IA E e 
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pero como el conocimiento de estos coeficientes diferenciales no basta 
para determinar el desarrollo de z, es necesario añadir el del valor-par- 
ticular de z, quando x=0; luego todo lo quese puede hacer por medio * 
| d?z 
de las expresiones dadas de eS Szc. es pasar del valor de S.Xdx, 
x Xx 


tomado para un cierto valor de x., al que responde á otro: valor de x. 

Sea por exemplo Z el valor de S.Xdx correspondiente á a=a, y Z; 
el que es relativo á x=4, , y haciendo en la fórmula [(0) $ 535] 
y=a,k=a ¡—a ; y señalando por Z,2",2"”, étc. 


dX d2X 
los valore3de X, de? Ja YES tomados en la hipótesis de x=a, 
A —Aa a —a 2 a, —a )3 
resultará q zaz 70 y ql da ido TO 
Eb 1X2 1X2X3 


donde se ve que si ninguno de los coeficientes LAR AAA 
se convierte en infinito, y 4, nose diferencia mucho de a, se podrá de- 
terminar exóctamente el valor de Y 
- Llamando Z, el valor de S.Xdx relativamente 4 un tercer valor de » 
señalado por a, y representando por Z,.2,”,2,,2,"",Uc., 
j i ser X qe en d drá 
ue vienen á ser X, — ¿ —— Kc, quando x=4g se tendr 
q dx" dal y 3 
Ls : Ey S 
(a, a) ,z, (a, 4;) Li (a, AN 
1x2 1X2X3 
del mismo modo se puede continuar para una serie de valores de x, . 
representados por 2 3,4) Sec. á los quales se suponga que responden va= 
lores de S.Xdx, señalados por 23,4% ¿.Sc. | 
657 Ahora, si concebimos que se hayan tomado cada una de las 
cantidades 4,,42,43,04 Gc. de manera que las diferencias que tengan 
entre sí sean bastante pequeñas paraque el quadrado y las potencias su- 
periores de 4,—4,4¿—41,043—47, Kc. no influyan en el resultado, 
tendremos las siguientes aproximaciones, despreciando los términos que... 
hay desde el tercero en adelante. 
pe: / A 7 ¡ 
a / ta e / 
Substituyendo ahora el valor de Z, en el de Zz,. 
el de Z, en el de Zz y así sucesivamente , se hallará 
Z ¡=2Z+2'(a,—4)2,=2+2'4,—a)4+-2! (aa), 
EE ni 14 
Z3=234Z "a, —a) +2! (a¿—4,)+2 ¿(43—A2), 
da / . / la Z' / 
2 ¿32+2 (a, —a)+-2' ,(03—01)+-2 (0307) +2 (94—a 3) Go. 


Z ,=Z,+Z1' 


- "DEL CÁLCULO INTEGRAL, » 231 

De este modo nos podemos elevar 4 una expresion aproximada de 
S.Xdx relativa al valor de x que se quiera. : 

Supongamos que ay represente el último término de la serie 
a,a,,2,, Ge. y que Zn sea el valor de S.XAdx correspondiente á x=ay ; 
segun los valores precedentes se formará la expresion apróximada de 
—Zycontinuando hasta el término Z'4—1(%4—04p—1), en la qual Z'y y 
expresa el valor que toma X' quando se substituye en vez de Xx, 4g—1; 
luego tendremos : : 

y=2Z+2Z (a —0) +2 (024 1)+4" (0302) +=0.2 y (051091). 

Si las diferencias 41 —0,07¿—41 ,43—4 z, ic. las suponemos iguales 
con a, el valor precedente de Zm ,. 
se convertirá en Zi=3Z+UAZL AL AL AL ul o)» 
Estos valores serán tanto mas exáctos quanto mas se aproximen unas á 
otras las cantidades 4,01 ,47,4c. ES 

658 Las consideraciones precedentes hacen ver en qué se diferencia 
la integral S.Xdx, de una funcion primitiva dada, que comprenda e 

constantes determinadas. El valor de esta última quedará determi- 
nado quando se haya señalado el que se quiere atribuir á x; más la 
misma operacion no hará en la primera mas que fixar donde se debe 
detener la serie 2,2 (4: —2),2' ¿(%7—01),4/ ¿(030 7)80. 0.00... 

la suma de esta serie quedará aun indeterminada mientras no se haya 
establecido. nada acerca del yalor de w, á que debe responder el pri- 
“mer término, y el valor que recibe dicho término en este: caso. 

De aqui se sigue que la integral S. Ada; es una funcion de X, cuyo 
walor se halla comprendido, entire dos límites que son indetermirados. 
Esta conseqúencia merece la mayor atencion, y se puede deducir inme- 
diatamente de la existencia de la constante arbitraria. 

Hagamos S.Xdx=P, siendo P la funcion de x que 1 inmediata 
mente el procedimiento de la integracion; el valor compicio de S. Adu 
será Parconst. Señalando á x dos valores particulares a y bh, y llamando 
A y Bos que toma P en estas hipótesis, se tendrá 44+const. para la 
primera, y B-+eoust. para la segunda; y tomando la diferencia se ha- 
lará 4—B , resultado independiente de la constante arbitraria, y que 
no es otra cosa que la suma de la serie de: arriba tomada desde el tér- 
mino correspondiente 4 a=a hasta el término correspondiente d x=b, 


659 Quando se determina la constante suponiendo que la integral 
reciba un cierto valor por uno que se haya dado á x, nose hace mas 
que tixar uno de los términos de la serie, 4 por exemplo , del qual se 
parte despues para formar los otros; y la integral entra entonces en. el 
caso de las funciones primitivas que no exigen para su determinacion 
sino la de la variable que encierran. Se debe advertir que el primer 
té: mino Z es absolutamente independiente de todos los Otros, y no ¿- 
fluye sobre ninguno de ellos sino solo sobre su suma total, y 
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Si pasamos la Z al primer miembro de la equecion del párrafo [657], 
tendremos Z¿—Z=2 (a —a)+Z' ¡(a¿=83)....2Z (40001); 
donde se ve que la diferencia Z¿—Z será positiva si todos los coeficien- 
tes 2/,2/,, 6tc. son positivos y se tiene dy>4 , porque siempre se puede, 
qualesquiera que sean estas dos últimas cantidades, pasar de la una á 
la otra poruna serie de intermedias tan aproximadas como se quiera, y 
levar así el grado de exáctitud de la equacion de arviba, tan lejos como 
se juzgue á propósito. De donde se sigue que la diferencia entre los dos 
valores de la integral S.Xdx correspondientes d x=an Y Áá x=a, será 
positiva sí ademas de ser ay>a el coeficiente diferencial X permanece 
siempre positivo desde el uno de estos valores hasta el otro. Esta consi- 
deracion nos va á servir para obtener los dos límites entre que se halla 
comprendida una integral qualquiera. | 

660 Como hemos hecho ver [658] que en una integral no hay de- 
terminado mas que la diferencia entre dos de sus valores tomados rela- 
tivamente ú dos valores dados de x , resulta que si señalamos por Z,, 


y por Z; los valores de S.Xdx, quando xa—=a y a«=b , no tendremos 
mas que hallar los límites de la cantidad Z pla: Sea M el valor ma- 


yor, y m1 el menor de los que toma el coeficiente diferencial X por la 
<ubstitucion de los valores de x , desde a hasta h inclusivamente 5 las 
cantidades M—X y X—m permanecerán necesariamente positivas en 
todo este intervalo , y por consiguiente las diferencias entre los valores 
de S.(M—X)dx y de S.(X-—m)dx relativas á x=« , y las que corres- 
pouden á x=b serán [659] positivas; pero como M y mn son constan- 
tes, se tendrá S.(M—X)dx=Mx—5.Xdx, S.(X—m)dx=5.Xdx— Mx, 
Haciendo sucesivamente x=a y «=b en el primero de estos valo- 
res , resulta Ma—2 ,, M5b—Z, ; la segunda da en los mismos supues- 


tos Z ma A Z, mb 5 y las diferencias Mb—2, —(Ma—2 . 
2, 
tendrá Mb— Z,>Ma—2, - Z,—mb> Z —ma . 
que dau Mb—Ma>2 na ; mb—ma<Z ,—2Z , 
Luego el valor de Z,—Z,, se halla entre los de M(b—a), y de m(b—a). 


Se debe observar que la cantidad M debe ser el menor valor nega- 
tivo de X, quando este coeficiente los tenga tales desde ax=a hasta 
a=b > porque solo de este modo la cantidad M—X que se muda en 


—mb—(Z,—ma) debiendo ser positivas segun lo que precede, se 


X—M permanece siempre positiva en este intervalo. Por la misma ra». 


zon se debe siempre tomar para mm el mayor valor negativo de A, 


Air pe 
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quando este coeficiente los tiene de esta especie , entre los que recibe 
desde x=a hasta «=b, á fin de que la cantidad XA—m que se con- 
vierte en m—X en este caso, sea aun positiva. 

Si la diferencial Xdx fuese de la forma PQdx, y se pudiese integrar 
el factor Qdx se tomarian para 1 el mayor valor de la funcion P, y 
y para m el menor, y representando S.Qdx por V se tendria 
S.(MO—PQ)dx=MY—5.PQdx 3 S(PQ—m0Q)dx=35.PQdx—wV >; 

calculando como antes las diferencias de los- valores que reciben estos 
resultados en las hipótesis de a=a y de a=b, 
se hallaria MY, —MY 522 5 m8 ¿mV EZ y 22: 

661 Antes de pasar mas adelante vamos 4 hacer conocer como indi- 
can los Analistas las diversas circunstancias en que se consideran las 
integrales. Quando quieren expresar el valor general de S.Xdx , lo Ua- 
man entonces integral indeterminada , y su expresion , para ser Com- 
pleta, debe contener una constante arbitraria añadida á la funcion pri- 
mitiva obtenida por la integracion. Esta constante se determina, como 
hemos hecho en muchas ocasiones , sujetando la expresion S.Xdx 
4 tomar un valor dado quando x recibe otro tambien dado. 

Quando en una integral, cuya constante arbitraria se ha determina- 
do, se da 3 la variable un valor determinado, esta irítegral se halla 
tambien determinada por esto, y se llama entonces la integral deter- 
minada ; así, si se trata del valor que toma por el supuesto de x=6b la 
integral: S.Xdx sujeta ya á convertirse en Z quando x=2, esta inte- 
gral queda entonces determinada. 

En fin, quando se valúa la diferencia entre los valores de S.Xdx rela- 
tivos á a=a y á a=b,es de todo punto independiente de la constante at- 
bitraria. y esto se llama tomar la integral S.Xdx desde x=a hasta x=b. 

662 La serie [ (n) 535] que expresa el teorema de Taylor da dos 


desarrollos de la integral S.Xdx. En efecto, si llamamos z á esta inte- 


gral, será ¿=f.x=S.Xdx, y llamando Z,2',Z'",Scc. a los valores que 
dz d2z  d3z : dX d2X :d3X 
r ile oz ea a rl Kc. Ó S.Xdx X. a Nc o > 
1 de daa? das? A dd 


1 e 1] x2 > 23 
quando x=0) será 2¿=9.Xdx=Z+Z' — +2"—42""——- + co 
1 1x2 1x2X3 | 


serie en la qual Z hace oficios de la constante arbitraria. 
Partiendo del valor general de S.Xdx que representaremos por z, para 


venir á parar al que responde 4 x=0, se necesita hacer k=—x en la 
fórmula [ (o) 535] (*) lo que dará 
PAN , 


(*) Esto debe ser así, porque aquella expresion es la de una funcion 
de x/=x-ek, y sí x' que es la variable ha de ser cero, será x+k=o, de 


donde x=—k. 
Fa Tomo II. Parte ll, 
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URI Ie a PS x3 


+6e.. 


dx 3 2:5:0d% 12 0:d%3,.1X2X3. 
. Hs dz d2z 
y volviendo á poner en esta equacion en vez de 2, -— , ==, 
dx dx? 


sus valores, y despejando S.Xdx , 
2 2 
se tendrá Xd AE — 33 id + Ls X- pe 
r > dx 1x2 dx2  1X2X3 
donde la cantidad. Z hace aun aqui los oficios de la constante arbitraria. 
-663 La integracion conduce tambien á este desarrollo. in efecto, si 
se descompone la diferencial Xdx en los dos factores X y du, 
y se. integra el segundo , se tendrá [$635] S.Xdi=Xx—8.0dL ;, 


—KC... 


d dX daX 
pero, S.aaidA=3, PRA 15. AE ” 
daX dX daX diX 
ez = 2d: =—i1 a E a 
So 7 S, dx X Y: de ¿3 Ja S x3 da ” 
d3X d3X d3X dAX 
S. 13 daa 391 AA a 1 S.x4 pm ¿ Éco: s. 
LY AS 7 qe A UX 


, Ge. sus valores;. 


solocando sucesivamente en vez de S.xdX,.S.x2 


, 


UxX 
EE o e Ai RdA : 
resultará S.Xdx=X x — — Xx + ——X- —e: 
Pu do 1x2 da? 1X2X3 


y paraque la expresion de la integral sea completa, será necesario aña- 
dir una constante á su desarrollo, con lo que vendrá á ser semejante al 
precedente. Esta serie que se debe á Juan Bernoulli es con relacion: al 
cálvulo integral, lo que el teorema de Taylor es con relacion al cálculo 
diferencial. Estas integraciones.que hemos efectuado sobre la expresion 
S.Xdx se Maman integraciunes por partes. > 

664 Hasta ahora no hemos considerado sino el coeficiente diferencial 
de primer órden; más, sino 'se conociese sino el coeficiente diferencial 
del segundo órden, se necesitarian entonces dos integraciones -sucesivas 
para remontar á la funcion primitiva.de donde saca su orígen. Sca X el 
coeficiente diferencial del segundo órden de la funcion z3 con lo qual se 


iendrá — =X, y multiplicando los dos miembros por dx, resultará 
2 , 


e: de dz 
Es = Xdx; pero L% és la diferencial de — tomada en el supuesto de 
da de dx e 
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AO debil 
ser dx constante; luego se tendrá E Representemos por P la 
: » y 
funcion primitiva de x, igual con S.Xdx, y por C la constante arbi- 
dz 4 
traria, y tendremos AS ; multipliquemos despues los dos miem= 


bros por dx, y encontraremos dz=Pdx=+-Cdx, é integrando resultará 
=S.Pdx-+Cx+C' (1), siendo C' una segunda constante arbitraria. Si se 

vuelve 4 poner ahora S.Xdx en vez de P, será ¿=S.daS.Xdx+Cx4-C* 
expresion que encierra dos integraciones sucesivas. ES 

Esta expresion se puede referir á dos integrales simples, por medio 
de la integracion por partes; porque substituyendo P en vez de 5. XÁdx, 
se tendrá S.Pdx=Px—S.xdP=x8.Xdx—S.Xxdx ; y por consiguiente : 
la equacion (1) se convertirá en ==45.Xdx-—S.Xadx+Cx+C*. 

665 Si suponemos ahora que X'sca el coeficiente diferencial de ter- 


d3z 3z 
cer órden de la funcion z, se tendrá —-=4; de donde —== Xdx ; 
da3 da? E 


d3z d2z ; 
y como ra enn considerando á dx como constante, 
Xx Xx 


9 d2 
se =5S.Xdx+-C, lo que da = =dxS.Xdx+Cdx 3 
Xx 


/ 
se tendrá —— = 
dx2 


dz 
integrando de nuevo resultará a =S.daS.Xdx=-Cx+C*, 
Xx 


d 
ó por lo dicho antes 7 =95.Xdx—S Xada+ Ci 0 , 
Xx 


de donde resulta da=xdx8.Xdx—dx8.Xxdx+Cadx+C'dx, 


é integrando será ¿=S.xadxS.Xdx—S.daS.Xxdx+1Cx2+C'x4-C", 


siendo C”” la constante nuevamente introducida por la última integra= 
es 6 S.xdxS.Xda=1 125. Xdx— 55. Xx*dx , 
cion. Pero [$635] 4 5,4xS.Xdx=xS.Xxdx—S.Xx2dx(*) 


luego substituyendo estos valores, y reduciendo, se hallará 


¿=X425.Xdx—2x8.Xada+-S.Xx2dx)+4(C1242C 1-20"). 
666 Las integrales sucesivas se indican de este modo. Quando X 


expresa el coeficiente diferencial del segundo órden, se tiene 


PAPA 5 ón nan nana. 
(*) Porque deberia ser S.dxS.Xxdx=x5.Xxdx—S.xxd.S.Xxdx, 
y como la d con la S. se destruyen pues la operacion que indica la una 
es opuesta á la de la otra, resulta lo que tenemos puesto, 
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d22=Xdx2, y tomando la integral de cada miembro se halla dz=S.Xda2, 
é integrando otra vez resulta =5S.S.Xdx2=5.2Xdx2. 


Quando X expresa el coeficiente diferencial de tercer órden, se tiene 
del mismo modo d2¿=5.Xdx3,dz=5.S.Xdx3;2=58.5.8.Xdx3=5.3.Xdx3, 
y así sucesivamente para los órdenes superiores. 

Tambien se verifican por la diferenciacion las equaciones siguientes 


S.Xdx2=dx8.Xdx;S.S. Xdx2=S.dxS.Xdx; S.Xdx3=dx2?S.Xdx; 
S.S.Xdx3=5.dx285.Xdx=dxS.dxS.Xdx;S.S.S.Xdx3—=58S.dx8.dxS.Xdx8t. 


cuyas equaciones nos dicen quese pueden hacer salir fuera de la última, 
todos los factores de «lx excepto uno; lo qual se debe verificar, porque 
siendo dx constante, «lx? tambien lo será, y se podrá sacar fuera. de la 
S. que indica la integral. 

En estas equaciones cada signo S. de integracion comprende á todos 
los que le siguen, y no.se puede dexar debaxo del último. nadamas que 
la primera potencia de dx.. 


Esto supuesto , despreciando las constantes/ arbitrarias é integrando. 


por partes como antes, se tendrá : 
S.Xdx=S.XdxxS.2Xdx2=08S. Xdx—S,Xada); 


SIA (25. Xdx— 2x5. Axdx+5.Xx2dx) s; 
1X2 


S.4Xdx4= o (135. Xdx—3128.Xxdx+3158.Xx2dx—5.Xx3dx)ke.. 
1X2X3 * 


Los coeficientes numéricos de los términos de las expresiones que hay 
dentro de los paréntesis son los mismos que los de las potencias del bi- 
nomio 4—b, y mientras que el exponente de x fuera del signo $. dis 
minuye una unidad en cada término, yendo. hácia la derecha, su expo- 
nente debaxo de este signo aumenta en la misma cantidad.. 

Se restituirán las constantes arbitrarias que hemos: omitido en esta 
fórmula , añadiendo á la primera C, á la segunda: Cx+C”, á la tercera 
Ca2+Clax+C", á la quarta Cr3+-C 2240240" 8c. 

667 Las diferenciales que hemos considerado hasta ahora estan to- 
madas considerando á dx como constante; porque son las solas que no 
encierran mas de un coeficiente diferencial, En efecto, quando al di- 
ferenciar se hace variar al mismo tiempo. dx en la expresion: dz=4dx, 
se tiene d22=Bdx2+-4d?x; luego si nos propusiésemos la: diferencial 
Udx2+Vd2x , seria necesario, paraque significase algo, due se hubiera 


tenido V=4 y U=B , de donde resulta que siendo Bs 
x 


dy Y, , 
se tendrá MS , y quedando satisfecha esta condicion, no se tendria" 
L : >. 
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pas que integrar el primer término Udx? que se convierte, substitu- 


yendo por U su valor E Vds, y su integral será S.Pdx. 


Estas advertencias. se pueden: extender á. las diferenciales de un órden 
qualquiera.. | 


Aplicacion del cálculo. integral á la quadratura de. las curvas y á su 
rectificacion ; ú la quadratura de las superficies. curvas , y á la va- 
luacion de los volúmenes que comprenden. 


668 Puesto que la diferencial del espacio comprendido entre las 
coordenadas de una curva y el arco que le corresponde, está represen- 
tado [624] por zdx, y que z es una funcion de la abscisa x que podre- 
mos representar por X, resulta que el problema general de la quadra- 
tura de las curvas se reduce á la integracion. de la diferencial Xdx. 
Lo que precede contiene una breve exposicion de los principales méto- 
dos analíticos hallados hasta ahora, para efectuar esta integracion, ya 
sea rigorosamente ya sea de una manera aproximada; y aqui no trata- 
mos sino de la aplicacion de estos métodos. 4 las curvas mas conocidas. 

Aquellas cuya equacion es mas simple son las parábolas de diversos 
órdenes, representadas [ 265] por la equacion. ¿2=a44" ; 


Im 
de donde resulta ¿=4.2x", y por consiguiente: 
LT y ,MIN 
iia E - 

Po atxn nata 2 

S.Xdx=S.¿dx=S.4" 11 dx= “+Const.= +Const, 
" 4 man: 
tam 
n: 


donde se ve que todas estas curvas: son quadrables; es decir, que se 
tiene la.expresion finita y algebráica de la superficie del segmento com- 
prendido entre su arco , el exe de las abscisas y la. ordenada. 

Con, la expresion de este segmento, es fácil de calcular el de qual- 
quier otro espacio contenido entre una porcion de la curva, y de las 
lineas rectas que forman con las abscisas y las ordenadas, polígonos de 
que la: Geometría elemental dé la superficie. 

Estas, curvas propuestas pasan por el orígen de las abscisas, pues que 
si suponemos a=0 resulta ¿==0; si se quiere expresar: su superficie 
partiendo de este: punto», es necesario suprimir la constante arbitraria,” 


Il min 


nar x ” dá , 
—— se aniquila tambien quando se hace 
VA 


pues que la expresion 


en ella x=0. 


+ 
4 
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669 Para tener despues la superficie BCMP (fig. 214) comprendida 
entre las ordenadas BC y PM correspondientes á lastabscisas AB=b y 


1 MEN 
. . . nar x 2 
AP=x, bastará quitar de que expresa la superficie ACMP 
man : 
4 1 man : 
narb 2 


la cantidad — igual á la superficie ACB, 
man : 


1 


e o 


na» as 
í se tendrá BOMP= A O Y 
y así se tendrá | Po G | b ) 


mean m>un 


Es mn 
: Fan ye 
Quando el exponente » es par, la expresion_—— % 
man 


n 


es susceptible del doble signo ==35 y como entonces las mismas abscisas. 
AP pertenecen á dos ramas de curva ACM y Acm se tienen dos seg- 
mentos ACMP y Acmp; el que contiene las ordenadas positivas tiene 
un valor positivo, y el otro tiene un valor negativo. mI-R 

e 

Quando los exponentes m2 y nson ambos ímpares, la cantidad x  ?' 

no tiene mas que un signo, y permanece siempre positiva qualquiera 
que sea el valor de 5 pero en este caso ambos ramos de la curva pro- 
ienen sus abssisas y ordenadas negativas á un tiempo , de donde 


puesta ti 
se sigue que las superficies correspondientes 4 abscisas y ordenadas ne» 


gativas se deben mirar como positivas, 
man 


Sin sola es impar, entonces la cantidad + 2 viene á ser negativa 
al mismo tiempo que x; pero en este caso la equacion de la curva ma- 
nifiesta que las ordenadas permanecen siempre positivas; por lo que 
podremos establecer que la superficie de una de estas curvas es posi= 
tiva quando la abscisa y la ordenada son del mismo signo, y negativa 
quando no. 
670 Todos los segmentos parabólicos tienen una relacion constante 
con el rectángulo ADMP formado por la abscisa y ordenada ; porque 
1 man 1 m 
"exam yn se substituye en 


a E 


n 
si en la expresion 
man man 


1 m , 
vez de a%x a suyalor z, seconvertirá en 
man 


XK. 


ti . 
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Quando n= la parábola se convierte en linea recta, pues que Se 


1 
tiene z=«1x, el segmento ACMP se convierte en el triíngulo AMP, 
cuyo valor es, tanto por la fórmula anterior como por la Geometría 
elemental, igual 4 $ xz. arú 

Haciendo n=2 y m=1 se tiene el caso de la parábola vulgar Ó apo- 
Joniana, y se halla que el segmento ACMP=2x2=%APxPM 
que es lo mismo que hallámos [484]. 

671 Hemos visto [315] que si en la equacion z%=ax", hacemos 
negativo al exponente de la x, esta equacion se convierte en la de todas 
las hipérbolas referidas á sus asíntotas ; E 

1 MN 


luego si en la expresion an x 2- hacemos negativa la m, 


mn 
tendremos para las superficies de los.segmentos hiperbólicos la expresion 
LL — n—M 


ata 2 +censt, 


n—m 
Contando los segmentos desde el orígen de las abscisas ,, abrazan el 
espacio: indefinido que se halla entre la parte GV (£. 215) de la curva y 
su asíntota AZ; el valor de este espacio es finito ó infinito segun sea 
m menor Ó mayor que N. En efecto, para tener el espacio BCMP toma- 
do desde la abscisa AB=b hasta la abscisa AP=0, es necesario hacer 


1 n—MmM 
”n: Ta 


sucesivamente a=b y x=c-en:la expresion: 
n—I1N 


y quitar el primer resultado del segundo ,, 
n—m nA—M: 


| > E 
a E rr A 
luego se tendrá BCMP= de ( E AS A 


n— 1, 


Si ahora se supone: h==0y el punto B.caerá sobre el punto A, y el 


n—m 


espacio BCMP se convertirá en ZAPM; pero la cantidad » 2 
será infinita Ó cero, segun sea, 71 mayor. ó menor que a; 
o AM 


« nas I _—— 
en el primer caso. ZAPM= A PR E 
' n—m 0 


1 sd 1 N—mMW 


nan 
y en el 2.9 se tendrá ZAPM= Co AO XA 
u— m1 Ural. 


pe. BAADETAL OSJUDIAD ALO 
67,21 Ahora si suponemos.que b tenga una magnitud determinada, y. 
hacemos C infinita, tendremos el espacio indefinido XBCU que será in-. 


vrE io Errar 10175 nm iva $0 
JULITO ¿25 TES ESSE ponia rail cenar ——— E 
finito si m es menor que 2; y que.será igual con —-b "y. "7, 


si  sobrepuja 4'n. De donde resulta que quando m y n son desiguales, 
de los dos espacios asintóticos , el uno es anfinito y el, 040 finibowo 1. 


11 —m 

“Substituyendo zen vez dear xn... e reia oo e IA 

1 NM e ' : 

; > VR gas 

E Si ACTA A A Ml 

en la £Xpresion: ——_—_—_——= ——> a. 2 se:convertirá.en - de EN 
n—m n—m CA A o pia 
HE A TN 
y el yalor de la superficie ZAPMV será ——Feonsh 1 DAA 

IT O HE n—it " | A 


Po 
e 


y nxZz . : ¿de / ; e es 
Parece que el término debia desvanecerse quando se hace x=0 ; 
» sa 4 a “Y » E ale A 


pero lo que precede manifiesta la necesidad de no establecer nada sobre” 
este punto antes de haber substituido en vezde z su yalor expresado por Y... 
E AL AMAIA A 
673 Quando n=m se tiene and x«z=x, haciendo ho la cur- 
wa de que se trata en este caso es la hipérbola ordinaria, y equilátera si 
el ángulo que forman las ordenadas es recto. PA 
La expresion general [671] de la superficie se presenta entonces baxo 


una forma infinita , qualquiera que sea x, y Ja diferencial de dicha-ex- 
ada iS dl 

presion siendo — tiene por integral al.xconst. 20 O 
Los espacios asintóticos son ambos infinitos , porque 7.x viene ú ser 

tal [ 472 ] por el supuesto de ax=0- y por el de x=00. Hagamos, para 

mayor sencillez a=1, y sea UMV ( fig: 216) una de las ramas de la 

hipérbola equilátera, cuya potencia es igual con la unidad, y AG su 

exe; haxando desde el vértice C la perpendicular CB se tendrá AB=T; 

y estando representado el espacio ABC pord.AB=arconstes o 200 00 ota 

y el APM por 1 AP-+const. 

se tendrá que la superficie BCMP=/.AP—1 AB; 

y como 1.1=0, será BCMP=1.AP. 

Delmismo Do:10-se tendrá 1,AP'==BCM/P”; LAP“=BCM'P", St»: 

de donde se sigue que si las abscisas AP,AP”, AP”,€c. Ae : 

estan en progresion geométrica , las superficies cotrespondientés — *.; up 

BCMP, BCMPG BCM“P”,6c. estarán en progresion aritmética, 
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674 La hipérbola que acabamos de considerar, siendo equilátera , 
po nos ha suministrado sino los logaritmos neperianos ; pero variando 
«el ángulo de las asíntotas , y tomando siempre AB=1 a 
se puede obtener el sistema de logaritmos que se quiera. 0 
Sea UMV (fig. 215) una hipérbola qualquiera; tirando las orde- 
nadas PM. paralelas á la asíntota AZ, tendremos que la expresion de 
un segmento de su superficie estará representada [625] por S.z sen.pdx, 


y poniendo en vez de z su valor -— , 
EA A dx a Quo: 
se tendrá queS.z senpdx=5._ sen.pdx=usen.pS.—=asen.0log.x-+const 
JH cres: s . , Xx. 0 le S 
Y si empezamos á contar los espacios desde el punto B, deberemos de- 
terminar. la constante, de manera que la integral completa :séa cero 
quando x=AB , por lo que se tendrá const.=—a sen. L.AB, 
resultará que el espacio BCMP=a sen.p (1.x—1.AB) a, 
aciendo « sen. p oficios de módulo. | | 
En general se tiene a«=AB*, y quando AB=1 el módulo se reduce 
á sen.p. El de los logaritmos ordinarios siendo [$ 545] 
0,43429448 , se tiene sen.p=0,434294488c,=sen. de 25%44'25"5, 
de donde se sigue que las asíntotas de la kipérbola, cuyas superficies 
dan los logaritmos ordinarios ó tabulares, forman entre sí un ángulo 
de 05 44'25"5> ' os 
=4a,AP=x y PN=z( fig. 217) la equacion del 


675 Haciendo AC 
círculo será 2=2a4x—a?, y la diferencial de su segmento APN, 


m 


tendrá por expresion [ $ 642] dxy 2ax—a2, 
cuya integrales [$ 645] —Ha—x)W zas —a2+Jotare. (cos. A 
a 


quando se quíere que se desvanezca por el supuesto de x:=0. 
En la parte 1 (a—x)Y 2ax—a?=¿CPxNP se ve la superficie del 


AX 
) el valor del sect. ACN, 
pa : 


tridngulo PCN, y en za? arc. (cos. _ 

' ' a—x 

En efecto, el arco que tenga por coseno —— 
14 


puesto de ser el radio igual con la unidad; luego si multiplicamos este 
arco por a que es el radio que aqui se nos da, 


AE y 
será el arco AN=axarc. (cos. = 


Yi E 
ay, an, 
y ¿a? arc. (eos. => ——)=haxaxarco( cos. = — )=340xarcoAN, 


que es lo mismo que diximos en la Geometría elemental. 
Gz Tomo 11. Parte 11, 


está tomado en el su- 
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«Suponiendo : a=o0 en la expresion de APN Hood sa í 
se conyierte en La2xarco(cos.==1)=4a2w,: 0 
designando por > la semicireunferencia del círculo e cuyo Ena es Te os 
pertenece SQADAGES $ al semicírculo ; luego. se tendrá. el círculo. cop o: 
=4%x1r= 30xX20T= -Lradio x circunferencia y pl 8 
- que es, lo mismo, que. se. encontró en la Copie elemental: — ¿PUDO 


meros Y 


676 Siendo. la ordenada de la elipse sd 2UR 82, 


b : 4 
eL segmento. élíptico será igual 4 — o: day 2090 2042. lar 
Y como es nulo al mismo tiempo he. el segmento «circular APN, da 

b 
se tendrá APN:ÁMP::S.diy/ 24432 : E s0fS Sd zan 2dn ar: nai | 


Si cada parte de segmento. elíptico gtoria con: el: Hbmotado pa 
esta razon, toda la elipse guardará con el círculo, la: “misma: 820 13 $ 
% gue en primer lugar tendremos qués*  y3:» 9b ct6 asoert a19A 

quadrante elipt, BCA : quadrante circular ECA: ¡bta dl 


y quadruplicando los términos de la. primera “razón ,'.. da 08 > 
se tendrá superf. de elipse - Hpeti: de círculo ::bza.,, padi.> 
de donde superf» de elipse = - — X super. de cito. (cuyo. radio =4= A 


, yaris real. JOE, E S ' 1 


Pero esta expresion es la de un círculo cuyo: radio sea «medio prápore 
cional entre a yb, porque entonces el quadrado de dicho radio, ¡seria 
=ub.; luegola superficie de la elipse es igual á la deun círculo cuyo rar 
dio sea medio proporcional geométrico entre los dos semiexes de la elipse, 

677 La hipérbola, referida á su exe tiene por euaion 

b2 


22 = — —(2aa4a2), y y por E mismio será AQR=Z S.dx y 2ux+x2,, 


que boftiiaadd tambien hallar sus valores aproximados por las series. 
678 Del mismo modo. se aplica la fórmula 4 las curvas trescenden- 


tes; y para manifestarlo, lo haremos respecto: de la: logarítmica cuya 


naturaleza. es. la siguiente. 
Supongamos qué: enelexe AX (fig.-218') se tomen las e setos 
AC,CL,EG,GJ,Sc. 

hácia hitoveché del punto A, y las AC',C'E”,E'G'Etc.. 

hácia la izquierda, y en los puntos-de division se levantan las ordenadas 

dis 01 80.6 HE F”,C'D/,AB.CD, EF,GH;étc: 

que esten en progresion geométrica tomando AB por unidad ; la cur 

H'F“D'BDyGc: será la logarftmica, y como las abscisas AGAR, AG, o 

estarán en progresion aritmética , resulta que serán [L 304,] los log al 
ritmos de las ordenadas, por lo que lá equacion de esta curva será 4/2; 
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si se toma por exe de abscisas la AX, y por, éxe de ordenadas la AZ ; 
z=l.x si se trastornan los exes, esto es, si se cuentan las x eos a 
AZ, “y las z sobre el ao 19h sl 
Si hacemos la ln britaeod a me rsbmaiala: dx en, ¿este sipuesto, ten- 


dremos S.zdx=S. dact.x=[S 6351 11. ALA ACOMS E. 
La parte variable de esta expresion sé convierte en cero quando x=0» 


porque haciendox= toma la forma 
Y A 


7 1 2503 TSE NADA 7 SS , loo.m Ye 
AS (og. I— logia») poa E 9 ——. 
m m m m mo-, 


baxo la qual es nula [579] quando mes nata, > y por consiguiente 
quando a Juego, es inútil añadir una constante quándo, se quieren 
contar los “segmentos sobre el exe xAX. 

Haciendo a=AB=1.»,da la opresión del espacio. asintótico mBAx 


ve finito, é- igual con —h 
ra hacer uso de la otra equacion a=Lz Mei tamos en yez ¿09 


dz dz 
dx su valor — 5% que dará 8.zda=S. x=. dee. 


Hemos me el módulo igual con la srtaiiis si fuese igual con M 

se tendria. S.dxl.x=xl.x—S. Mdx=x1l. 2—Mx. 
679 Para hacer alguna aplicacion á las curvas quando. se refieren £ 
coordenadas polares , ” propongámonos quadrar la espiral que tiene por 
$339], en la qual x es igual 4 al arco ON (g- 219) 


equacion ¿=4x" [ 


y «=A Mo" 
parco jos coordenadas polares, haremos uso para Yqvadritial de la 


fórmula: = =— = $5,626.13 cebattóyendo en vez dez su valor, se tendrá * 


Anido Sd A?x2n+1 
A y é negando resultará + const. 
Exno y 4n+-2 


pero como esta itlicio es cero quando lo es.el arco ON=x=, se sigue 
gue en este caso la constante es Cero , y por consiguiente la superficie 


SAGAS AR 2er 
4n+2 
Despues de una revolucion del radio vector, se tendrá el espacio. 
e AX or+ ÓN Pr 
AGCMBC'M'= , y así Pci 
4n+2 


y 


el o espiral de Árquimedes [339] es igual El —; 'Stomando abr re: 
yt ( 
dio h h por unidad, como a.es su circunferencia se teñdrá Os 
A pp] 
d=— — y 0=1 y ACM=— a | 


PEER A aq 0 26 9h a 
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10 sj e Vis yl 
resultado que e quando. se hace en él 2=27%, , da. 'ACMB= : 
Alo 


nda n=-1, la espiral se llama: hiperbólica, y Adirin: 3 
0 gus 


“La Superficie de esta curva que hace al rededor del peas A Eo infini- 
úad de revoluciones, es infinita quando x=0.  - a 


pp 
En fin quando x=l.z, que da dx =— , la ÓS se llama loyaritmica, 
E, 7. 


qe 5 + zdz' el 
y la e se COn Veda! en —, y da ACM=— 
2 


erp 


nes al rededor del: lo zos 
680 La diferencial del: arco de una curva referida 4 coordenadas 


oponen eRaeión está expresada” por-Y/ dx2+dz2 [$591 luego 
si substituimos en ella en vez de dz2 su valor sacado de la equacion 
diferencial.de la curva' propuesta, tomará la forma Xdx, y su integral 
dará la longitud de esta curva. Pedir la longitud del arco ¿de una curva 
es pedis su rectificación, porque la solución de este problema quando 
se obtiene exictamente nus conduce á determinar una linea recta a 
«sea igual eit- longitud: “al arco de que se trata. 

Tomémios por priuer exemplo las parábolas de todos los :grados que 
tienen por equación ¿=4x1 representando aun número qualquiera en- 
tero Ó fraccionario , y tendremos 


0 e, 
di=nax—1dx; N dd dx Ent aC 22 ; 


Juego el arco: parabólico:estará representado por. fre minas, de. 
Esta integral se obtendrá baxo una forma finita y algebráica quando 

el exponente 21 —2 sea igual á la unidad, d se encuentre contenido en 

ella un número exácto de veces [642]. 

Supongamos:al principio 2n-—2=1, y tendremos que n=; > 


J 5. (1 ¡Antara Md ES. (ra Pq 


os ¡chime 24212 ua adds + a2x E conát. 
a 3 


la curva propuesta seria dada por la equacion ¿ax? $ 22=M9x3 ; 

y será por consiguiente la misma que lá parábola de tercer órden, que 
ss lá evoluta [623] de la parábala ordinaria. Si se cuentan los arcos 
eel punto en que 4=0 


.+ JON 


8 
“05e tendrá para L longitud del ba: ¿[+20 1]. 
j 2 > 


y, Haciendo sucesivamente mo == =ji o. resultará pa pa. Se 
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lo que manifiesta que las parábolas que tienen por equaciones 
ET AAA, CO ERA oba bs nbatlas 
son rectificables ; de las demas no se puede obtener la rectificacion de 
sús arcos sino por aproximacion. 0 
0:681.El arco.de las hipérbolas contenidas en la.equacion 2. =Ñax 7% 


5 


tiene por expresion S.—0—Idx(x2n—2m202)2, 
y. nose puede obtener sino por aproximacion, 


ade 
682 La diferencial del arco de círculo es — 
AS y Ea NV Ar—x20 moistih el 


$ Nuoly ; o AA OGnorDga TOA -vsnvada Can as 
quando se supone el orígen en el centro; y —==Ñ 


estas 


GOLSEUT É , : ; 4 Xx 
¿ xXimacion , como lo hemos hecho ya [648] con la — 

á que se reduce la primera quando a=1. L—g2 
.:683 Pasemos á la elipse y tomemos por equacion de esta curva 


> 1 ¡p2 , A Sn La ñ » do ala: TEJER PY 32 , 
¿2= — (a?—a?) ; la diferencial de su arco: será pl, e il 
2 ¿ Ñ ha , A 3 ay a2—x? 


DrRODSIYR es Se 
cuyo valor: aproximado podríamos: hallar por series. 
a ¿ A VAS 
684 Siendo la equacion: de la: hipérbola z2= Peratas) 
A es o Es 242 
yl dxy (42402 )42—a4 o ; 
80 tiene —————— para la diferencial de suarco; cuya inte 
A UN Adu .: y : » 
+ gral aproximada.se: podrá hallar por series, Ae ; 
685 Las primeras superficies curvas que: han considerado los Geóme- 
tras han sido las de: revolucion; porque las, diferenciales de sus super- 
 ficies, y de los volúimenes-que comprenden, tienen una expresion mas 
simple que sús análogas entre las superficies curvas en general, 
Quando la curva que gira es una seccion cónica se urigina un cuerpo 
á que se da el nombre de conoae; si es parábola se: le llama conoide 
parabólico ó parabolvids ; si elipse se le- lama conoide elíptico 6 elip- 
soide; quando la semielipse gira al rededor del exe mayor resulta el 
elipsoide prolongado, y quando al rededor del menor el aplanado. El 
. elipsuide y de qualquicia ciáse que:sea , recibe tambien el nombre de 
- esferoide ; finalmente quando la seccion cónica que qu es. una hipér- 
bola recibe el nombre de convide hiperbólico 6 hiperbolorde, . 
Con el objeto de hace» iplicicion de las fórmulas [627 y 628] nos 
propondremos hallar la 2090 ie y volúmen del paraboloide engendrado» 
"por el arco AMA fi: > “edador del exe AP; y tendremos que 
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2194 3); gr JA q A 5Ís > ¿ z2 9.1 :v UURE o 
comio la atraso. de la parábola, es 22= =px da y de — , 
É SD 00 a Pp ¿ -p IZ 7 


t 0 


cuyo Palos substituido en el radical de la expresion d. Iman de? dea 

é integrando dará ad 

suporyde paranoide =S.20xz 1% + d0= 
pr 

para integrar esta expresion. haremos p2+-4x3%= u, 

lo, que da diferenciando 8xdz=2udu z 


udu ERA 

de donde dividiendo por 4 sale 22di=— ; pee: 
. IE mn 

y. haciendo las substituciones correspondientes en la expresion de arriba 
muda O O RADA, 

ge: convertirá en Sx(u0) =S: -= — +const, | 
$ 1 e 139 o Cap: 2D: 1 6p ius Tt a k 2 o. po 
que clean en vez de su valor ( ppt) f 
ar(p2+432)2 a pis x E 

se convierte en E consti TE CTI 
y deserminsado, la constante de“manera que se reduzca la Integid Ne 
peor mp? SIPAB DS 

quando = CN se iegalrá, edi ndd ol ao MURO 
ab 2ivy h ' 34 yl 

> m(pargna)% pa DIARIAS 


sd Y , ab 


por lo que superficie de ES 


6 
686 Sinos propusiéramos hallar el volúmen del mismo nana. 
substituiríamos en la“expresion dV=x2*dx en vez de 22 su valor EN a, 


é integraríamos ; lo que daria. OR y ene 
wolúmen de paraboloide=S; ma2da=S. mpada= — p pes ce a, 

AP: 2 dosubo 1148” 
círculo LRMSx 4 cilindro LNQM. > ab lio 


- Para hallar; el veláicn del elipsoide , oil en la anio 
p2 

expresion en vez de ¿%:su valor — (20%—x2), y tendríamos: que. el. 
a? 

volúmen del cuerpo que engendra el segmento de elipse ARE 221) 


aba p2 
estará representado por Se — (2 ax—x2) di —( 442— — pros | 


» 


a? 
que como dicho cuerpo se a á o quando «=0, la. o re e9 0; 
Luego si su onemos ahora que a=24 105 vendrá para pl elipsoide pros. 


e: A( ¿BD , la ARBISAOR S ADS 
1243843 p2 ya ¿mba 
on y E 
3 6% Y. 
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Quando a==b, el cuerpo propuesto se donvierte -en una esfera, y la 
ANO AS 


” 


expresion de su volú a e oca j s 
$ : EN qe y e UE? + ¿A j 3. AA O. PRA 
como sé halla por la Geometría elemental... > o A 


De la separacion de las variables en las equaciones diferenciales del pri 
mer órden; y del modo de hallar el factor propio para hacer inte- 
grable una equación diferencial del primer órden. 200 
687 Hasta ahora hemos supuesto que los coeficientes diferencialés 

estaban expresados inmediatamente por medio. de la variable de que 

depende su funcion primitiva; pero muchas veces no se tiene sino una 
equacion diferencial que comprende estas diversas “cantidades. Para" el 
primer órden, la equacion diferencial quando es del primer grado con 

relacion á dx y á dz, tiene necesariamente la forma'Mdx=Ndz=z0; * 

y expresa una relacion entre la variable x,, la funcion z y su coeficiente 

diferencial PA NODAS U biiadsa sup 

p des, ( a | 
El primer medio que se ha ofrecido. 4 los analistas para descubrir la 

equacion primitiva de que proviene esta, ha sido el procurar separar las 


variables; es decir,' el. trasformar la equacion Mdx+Ndz, en otra de 


la misma forma Xdx-+Zdz=0, siendo X una funcion de x sola, y .Z 
una funcion dez soba. En:efectó, quando se ha llegado á este punto; 
los términos. Xdx y Zdz se integran por los métodos enseñados prece= 
dentemente, y se tiene S.Xda+S.Ldi=C,, Sn Se 
designando.C ¿una constante arbitraria. NS | 

Para dar un exemplo de. los. casos en que la equacion deferencial:se 
presenta inmediatamente baxo-la forma de arriba, sea a"dxa+-20d¿=0.. 
- es OS 2 : 
un 
SS A 0 

Si la equacion propuesta fuese zdx—adz=0, la “separacion seria 
fácil de efectuar, porque se ve que dividiendo por xz, se hallaria” 


mic 0 3 tomando separadamente la integral de cada término de 

Xx z 

esta última, se-tendiia Lx—Lz=0C, 6.1. —= C; y pues que se puede ' 
% . A" 


E 
— 
— . 


y se hallará inmediatamente 


mirar la constante arbitraria como un logaritmo, se concluiria /. —=Lo; 
Da 
¿y 


> Xx d 
y pasando á los múmeros resultaria— =0, Ó x=0cx. 
e 


688 Por lo visto en este exemplo, se echa de ver que la separaciom. 
de las variables se efectuará de-la misma manera en las. equaciones 
Zdx—Xdz=0; XZ,dx—ZX,d2z=0, porque la primera dividiendo por. 

e O o O NS 
AZ y de TOS y la segunda por 4,41, ae O 
| 1 


443 - DEL CÁLCULO: INTEGRAL. 
En greña se pueden separar las variables, si quando se toma el valor 
Er se Hs dy a Eo y 
de se en la equacion propuesta, se halla E = XZ; se saca de esta 
En A » ' ) e 
expresion dz=XZdx, de donde dividiendo por Z, y trasladando re- 


. ' 1 
Sulta ode ncaalo A da=0, y por consiguiente S.XdxS dz=C. 


689 Hay aun un caso mas extenso en que se separan fácilmente las 
ya: iables; este es quando M y N son funciones homogéneas de x y de z. 
Nosotros haremos conuver con este motivo una notab!e propiedad de las 
funciones homogéneas, y es que si se tiene una funcion algebráica de las 
cantidades x,0,t So. en que la suma de los exponentes de cada una de 


estas letras sea la misma para todos los térm:nos, é igual con m, y que 


se substituya Px en vez de z, Qx en vezdet, Se. el resultado será divi- 
sible por x". En efecto, un término qualquiera de esta funcion siendo 
de la forma 4xMPt0éC. se convertirá por la substitucion indicada en 
APPO... rep rES. Más por la hipótesis se tiene en todos los tér 
minos 2+p-+q-+80.=m, luego a será' factor comun, De donde:se sigue 
que si la funcion propuesta estub!ese igualada con cero, ó fuese una frae- 
cion que tubiese por numerador y denominador dos pulinomios ho= 
mogéneos del misimó grado, la cantidad x desaparecería enteramente 
del resultado. ñ : TN 

690 Segun lo que precede, hasta hacer z=xt para separar las varid» 
bles en la equación Mdx+-Ndz=0; en efecto, las funciones My N 
toman la forma Tx", P,xM, no comprendiendo T y T, sino la nueva 
variable $; y como dz=1tdx+xdf, " iusrizal 
zesulta dividiendo porra, Tdx+T,(tda+xdt)=0, 


: : dx T.di 
que da Eta, 3 e Ó e “Pp Lx, + 4 
: d ME 307 l 
de donde se saca $. OS LO pi 
x T+tT, : 


Apliquemos primero esta trasforinacion á la equacion xde+rada=nxdx, 
que trasladando se convierte en (xn) de+ade=05 


haciendo z=xt tendremos J=xd:+tdx, 
lo que dará (% —nxt) 0 ¿:(3dt+1dx)=0, 
ó dividiendo por a seri (1-01) dx+atdt+i2di=0, 
que da (1—nt+12)d+01044=0, 

ne de tdt mi 

de donde dividiendo ¡.: (1—nt+12)x sale — + - =0) 

¿A , x 1I—ni>+1? 

tdt 
o =C. 


cuya integral es /.:*-> 
y ES 1—11t 442 


Propongámonos ¿un integrar la equacion dz—zdx=dxV 19422, 
haciendo ¿=%! y dividiendo por w todos sus términos reunidos en-w% 
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olo miembro Sérd dl o do ate tb 


> Ñ -- «o pel de 54 EI VMIFR Ai? 
q obtendrá despues. por la integracion e cada término en pen 
¿Ads cs aros oa lia MERA 
! eS; GET TIT Y «E. 1 0 
VEAIS MS + | 
etc - dnd eonorba 
Para integrar la: expresion: Ra Je e E 
obksho 01491954 dabirdo sth105 10 end sles ob igrualsi al 
. + MIRE j e E dá ) mi 4 : s bj é 
la multiplicaremos Ad el factor - ENEE. RA NIEGAN 
500 9. rie 1109 £ ; or di A A E ! e pe E Hit 
. Ls > 3 3 El o ol 07d dd / d A y 
e e AS «+ 2 
¿it IAYOn A S5yvn3,93;980 ATEO (tn Me), A. pat 4 : ES 
o Dad LOs, aia Ma DA EA 
lo que la convertirá en — AÑ A A 
Y IE Aa E A Y 
en la qual siendo el numerador la diferencial del denominador, se tendrá, 
e topito Y JS ) 
» Qe VER 7 He Es, 
MAGEEZ ree pr na a, 
A 
Mi l. —l. (e 508 + 5) có DEA c+ (+ re E A 
4 LR 90 ZEN LR 
volviendo á poner en vez de £su Palo — sdarál. a=1. c+, Al E. 
eN CS 


691 La equacion (a+emarnz)da+(b=+pa+92)da=o 
se puede fácilmente hacer homogénea, substituyendo t+0 en vez dex. 
y u-+6 en vez de z, y entonces se tiene de=df y di=du, F 
y, (a+ma +mt-nu-enC)di-+(b+poqÉ+pi-Eng)duo ; 5: 
se harán desaparecer los términos constantes determinando q 2 6, 
de manera que satisfagan á las equaciones 
nb=az .. pa 
asma+nó=o, A que dan a= dee insó y ó6= att ; 
qi—pa qu—pn 
y entonces quedará reducida la equacion diferencial á 
(mi-+-nu)di+(pta-qujdu=o , 
homogénea con relacion á las nuevas variables u y t. 
692 La trasformacion que acabamos de efectuar es la misma que 
aquella*de que usámos [197] para mudar el orígen de las coordenadas ; 
y quando mq—np=0, Caso en que a y 6 vienen á ser infinitas, se tiene' 


np n 
li y por consiguiente EN ar ¿= E 'MXHNZ) ; 5 ! 
m nm 


AS an; Tom. 11. Parrx 11 


+. 
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y. substituyendo,: este vajor en la equacion propuesta.se trasformar en. 


de ads=chdimi-ens dir —dz Ja ya 


“En la que haciendo mx=nz=t quedarán rad las variables, 


5 - 
0d ar sT e e ou Yo 


porque substituyendo éste' valor y el de dz que de ella resulta, quitando ' 


(Bmptjdt 


el. coeficiente de dx, ceilferoa did —_—— 
amou—bm2+(mn=—pmy 


=0; 


la integral de esta equacion comence logaritmos , excepto quando 


mn— m=0, en ue será . dd 
A ES .é rada et q Poca a 


La Eeliobmiación: empleada en este último caso ¡ha convertido la equa- 


cion propuesta en otra que -no contiene mas de una variable ; y se de- 
duce que qualquiera que sea la equacion sobre. que se haya producido 
este efecto , se le podrá dar la forma di+Tdt= =0.y siendo, Tuna fun- 
cion de £ sola, y PAGO en general +5. Tdi=C. 
693 La separacion 

simple en la equacion da+Pzdx=Qdr, en que P, y Q expresan fun- 
ciones qualesquiera de 5 pues substitayendo. en ella _Xz, y 1d X+Xdt 
en lugar de z y de /z, se conyierte en tdX+Xdt+-PXtdx=0dx, 


os determinarla de manera que la equacion precedente se divida 


é integrando sera L (48. Paro 6 1.t=—S.Pdx; 
—S.Pdx>_ 1! 
¿pax > 


y pasando á los números t=e 


fr y 


aqui se desprecia la constante arbitraria , porque bastará añadir una al 
fin de la operacion. Pero en virtud de este supuesto la « equacion pro- 


Hua 
puesta se reduce á tdX=0Qdx , que da dX=-=— : 


en la qual substituyendo en vez de t el valor que acabamos de Hallar, 
_5.Pdz 0 3-Pdz 
dará d X= Qdx, y X= Udi+C, 


y por consiguiente lanas, o tp SS Paris dps 
la equacion dz-+Pzdx=Qdx es notable porque la variable % y.su dife 


rencial no se encuentran sino en el primer grado, y se llama 4 causa 


circunstancia equacion lineal del primer ¿rden; cuya denomi- 
Lacroix deber mudar en la de eguacion del primBr grado, y: 
den. 


eros analistas que se han ocupado del cálculo integral, 


dos en que las variables .se puedan SFRSIAL y suya: condicion, 


t 
quedará satisfecha si se hace Xdt+PXtdx=o , que da 5 +Pdi=0, | 


Blas variables se consigue de un modomuy. 


La cantidad X considerada como una funcion indeterminada de 0 
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clasificaban las equaciónes diferenciales por'el número de sus términos. 
En las que no tienen sino dos y cuya forma es por consiguiente 
Cuttrdt=auctfdu, las variables se separan inmediatamente, pues que se 
saca de ellas 61—/dt=0u*—2du; pero no sucede lo mismo con las equa- 
ciones de tres términos comprendidas en la fórmula h. Y 

2 yuitidt + ustidu—auttfdu. ds 
"Esta equacion se puede convertir en. virtud de varios supuestos en 
da+bzndx=axmdx, 1 
que en el caso de n=x2 se convierte en da+bz2dx=axtdx ; 
esta equacion se conoce con el nombre de equacion de Ricatz, porque 
este Geómetra italiano fue el primero que se ocupó de ella; la qual-es 
, RA 


P 


integrable siempre que 2 tenga la forma 
211 
representando 2 un número entero positivo. 


695 En muchas ocasiones como hemos visto [$690] respecto de. 


1412 
se consigue hacer integrables las expresiones repre ol un 
factor; este método que se debe á Euler es sumamente ingenioso, y lo. 
teníamos expuesto en nuestros primeros borradores; pero atendiendo á 
que esta obra sale ya demasiado extensa y que siempre dexaríamos esta. 
teoría muy incompleta, lo omitiremos así como Otros puntos importan= 
tes que tenfamos igualmente escritos; porque aunque es cierto que to- 
dos ellos son interesantes, no obstante ya salen de la clase de elemen- 
tales, en las cátedras no se pueden explicar por el corto tiempo que se 
destina para la enseñanza de estas ciencias, y por otra parte juzgamos 
que quanto hemos expuesto es suficiente paraque los que deseen impo- 
nerse á fondo enestas ciencias puedan entender las excelentes obras maes- 
tras que hay escritas acerca de ellas (5. | 
696 Por lo qual terminaremos esta obra dando á conocer siquiera el 

objeto de un nuevo cálculo que se conoce en el dia con el nombre de cál- 
culo delas variaciones. Para esto, observaremos que quando el estado 
de una question ha determinado una dependencia entre muchas varia- 
bles, la diferenciacion ordinaria supone que esta dependencia perima- 
nece siempre la misma en el curso del cálculo; y se concibe que si la 
una de las variables debe ser funcion de las otras, la forma de esta 
funcion no muda, y que por consiguiente:los incrementos ó decre= 
mentos que sufre, estan. porsu naturaleza ó por la equacion: de «ue 
ella depende , unidos de un modo invariable con los que pueden. re- 


ri ii 

- (*) Las principales son las de Euler, Cousin, y Lacroix. Es sensible 
que nuestro Geómetra Don Josef Chaix, no haya publicado su cálculo 
integral, pues entonces tendríamos en: nuestra lengua un tratado com 
pleto de cálculo infinitesimal, que es tan deseado de los buenos espuñoles. 


cibit las gantidades que.entran en su. composicion., Diversos problemas... 
de oa y de DEL hrs pr aL ps del 


TERA ep ss gaudentes y, sive solutio probl, Ec. pero:solamente, por. 
procedi 


la vista. ; 
Hé. aqui la idea mas g 
las variaciones. 00 


3 


E 


que la forina de esta equacion, d la relacion que tesu 
dencia establecida, ha dexado de ser la misma; en est 


(a+ 


derando los incrementos de x y de 4 como absolutamente pS Re Bien e 
ETA A LA IA es Pin A 3 
tes el uno del otro; porque en “efecto esta hipótesis, no designando 


FAN AAA A ARS 


La expresion que pérténece ¿la subtangente de tina curva, repres” p 
di ES IRE TO , Y 3 ; 


A ES De 


laciones constantes. El exemplo siguiente aclarará estas nociones... 


AO CA ES AA 


senta úna funcion determinada dex, quando, se considera enfella Á 2" Ñ 
coiio una fancion cuya composición en x es conocida; y'si ésta última * 
viene 4 mudar; la primera muda tambien. ' ne dde 
Se tendrán, puedeser, algunas dificultades en concebir comosé' ha" pos" 
dido someter al cálculo la variabilidad de una funcion que no es sino 
la dependencia abstracta en que muchas cantidades se hallan las unas 
con relacion á las otras; pero es fácil desvanecerlas observando que la 
dependencia entre las cantidades z y « mudará si se hace variar la pri- 
mera , independientemente de la segunda. Así, en el exemplo actual, 


2 
gi se supone que permaneciendo x la misma, z Ta, la relacion 
: m 
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, . : , « 
de z y de x habrá mudado necesariamente, pues que estas cantidades son 
consegiiencias inmediatas de esta relacion : se puede aun no hacer va- 


dz zdx 
riar sino á 5 en la fórmula de porque no depende sino de «un so- 
o ys 


lo valor de z; pero si se considerase una expresion que estubiese afecta 
) dz. 
del signo S, seria necesario hacer variar al mismo tiempoáz y E < 
y Xx = 


Para diferenciar baxo este punto de vista qualquier expresion que 
sea, basta hacer variar en ella á z, dz, d2z.....Stc. sin tocar d x 3 pero 
tratando'4 esta última variable como la primera , se llegan á obtener 
resultados mas generales, y mas simétricos que los que se Obtendrian 
de otro modo, y que conducen á observaciones muy interesantes so- 
bre la naturaleza de las fórmulas diferenciales. 

Para no confundir los signos de la nueva especie de diferenciación , 
en la qual x y z se consideran como independientes, con los de la 
primera , donde se consideraba una de estas variables como funcion de 
la otra, empleó Lagrange la característica 3; y así, él supone que quan- 
do z no muda sino por el efecto de la mudanza de % , su diferencial 
es dz; pero que quando la relacion de z y de x varía, estas dos canti- 
dades vienen á ser respectivamente x-+-Bx, 2+3% , y se designan baxo 
el nombre de variaciones los incrementos dx y dz. 


u u 

De aqui. se sigue que así como se tiene du= —dx+ — dz , 

. dx dz 
quando u es una funcion de w y de x, se tendrá tambien 
du du 
Ju=— d+ — 0d. 
dx dE. 

Todas. las aplicaciones que hasta ahora se han hecho del cálculo de 
las variaciones, han tenido por objeto fórmulas integrales indeter- 
minadas, esto es, fórmulas generales, tales como S.adx, en la qual 
no se señala ninguna forma particular á la funcion 3 y se han pro-. 
puesto encontrar la relacion que debia haber entre z y x, paraque 
estas fórmulas tomadas entre límites señalados viniesená ser máximos 


$ mínimos. 
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